Maksimum Konkav ——
Konveks ——

Saddelpunkt

Stationcert
punkt

Minimum

FUNKTIONSTEORIENS
GRUNDBEGREBER

- note til gymnasial matematikundervisning

Af Kasper Bjering Sgby Jensen
2021

Noten ma bruges frit og gratis uden forudgaende tilladelse.
Noten ma eendres og anvendes ikke-kommercielt uden forudgaende tilladelse.
Kommentarer til indholdet og rettelser af fejl modtages med gleede: rkkbj@rks-gym.dk



Funktionsteoriens grundbegreber - note til gymnasial matematikundervisning

Indholdsfortegnelse
1. Hvad er en funktion?...........ccooiiiiiiiincce e 3
2. Reelle funktioner bestemt ved forskrift ..............cccccooenenne. 5
3. Graf o 7
4. KONNUITEL ..o 9
5. Nulpunkt og fortegnsvariation .............cccccecererercneninnnnns 10
6. Differentiabilitet.........c.ccoooiiiiiiiiee 13
7. Tangent og tangenthaldning...........ccccoveveeviiieieeiecnn, 14
8. Ekstremumspunkt og monotoniforhold ........................... 16
9. Vendepunkt og krumningsforhold ...........cccocooiinininnns 20
10. Funktioner og modeller. ..........ccooviiiiiiniiie 25
11. Regning med funktioner...........cccccveveiieii e 28
12. Afledet funktion uden CAS-vVerktgj. ........ccccovvervrvrnnnnnn 32
13. Oversigt over centrale begreber i funktionsanalysen....... 38



1. Hvad er en funktion

En funktion er en bestemt type relation mellem to \
mengder. En funktion forbinder elementer i et ¢
domane, med elementer i et codomane, saledes at

P ), °
hvert element i domanet forbindes med ét og kun ét /
x fx)

element i codomanet.

Hvis domeanet kaldes X, og codomanet Y, vil vi _SONEE
symbolsk skrive: f: X-Y

Figur 1. Lant fra en.wikipedia.org

f:X-Y

Vi vil tale om at f er en afbildning af X ind i Y. For et x i domeanet, vil vi kalde det element som x
knyttes sammen med i codomenet, for funktionsveerdien af x, betegnet £ (x). Man udtaler symbolet
f(x) som ”f-af-x”. De veerdier i codomanet, som er funktiosverdier for elementer i domanet,
kaldes generelt for billedmangden. Pa figur 1 er domanet redt, codomeaenet blat og gult, og
billedmengden er gul.

Den helt centrale egenskab ved en funktion er, at et element i domenet netop kun er knyttet sammen
med ét element fra codomaenet - og aldrig flere. Der er tilgengaeld ikke noget problem i, at to
forskellige elementer i domanet er knyttet til samme element i codomeenet.

Eksempel 1.1

Hvis vi forestiller os et domene bestaende af 28 gymnasieelever. Lad os kalde maengden for G. Vi
forestiller os nu en funktion A: G — N, som til hver elev knytter et naturligt tal, som er elevens
alder malt i hele ar. Helt oplagt har alle eleverne en alder, og lige sa oplagt har de kun dén ene. Man
kan ikke bade veere 15 og 18 ar gammel. Der er tilgengzld intet problem med, at to forskellige
elever har den samme alder.

Hvis Peter er en 17 arig gymnasieelev, siger funktionen altsa: A(Peter) = 17.

Eksempel 1.2

Hvis vi forestiller os et domaene bestaende af tidspunkter i lgbet af et bestemt dagn, sa er
temperaturen et bestemt sted en funktion af tidspunktet. Helt oplagt ma der til hvert tidspunkt vere
en temperatur, og lige sa oplagt kan der ikke vere to forskellige temperaturer samtidigt. Der kan
tilgengeeld godt veaere to forskellige tidspunkter, hvor temperaturen er den samme. F.eks. kan den
veere 7,3°C bade kl. 8.13 og kl. 22.41. Men kl. 11.45 kan temperaturen ikke vaere bade 4,3°C og
9,2°C.



De to eksempler viser grundtanken i en funktion. Fra billedmangden knyttes netop én funktions-
veerdi til hver veerdi i domanet.

Bemaerk i eksempel 1.1, at en funktion ikke behgver at hedde f. Den kan hedde hvad som helst.
Ofte bruges et enkelt bogstav, men det kan ogsa vere et mere avanceret symbol (f.eks. et ord).

Nar vi i almindelighed taler om en vilkarlig funktion, bruger vi navnet ”f”". Har vi flere funktioner i
spil, bruges ofte f, g og evt. h. Er der endnu flere i spil, navngives de i situationen.

Bemark ogsa at vi refererer til funktionen blot ved dens navn, f.eks. ”f”. Man behever ikke at
skrive f(x), som strengt taget henviser til ”funktionsverdien af x”, som ikke er helt det samme som
funktionen f som helhed.

Karakterisering af funktion

En funktion hvor intet element i codomaenet er funktionsveerdi af mere
end ét element i domaenet, siges at veere injektiv. Det betyder altsa, at x
kan veere sikker pa at have sin funktionsveerdi f(x) for sig selv.

En funktion hvor alle elementer i codomanet er funktionsveerdi for
mindst ét element i domanet, siges at veere surjektiv. Det vil sige at
funktionen rammer hele codomaenet. Man kan ogsa sige at

billedmangden fylder hele codomanet. Surjektiv

(1)
x
=
" <

En funktion som bade er injektiv og surjektiv, siges at vere bijektiv. Det
betyder at elementerne i domanet og codomeanet heenger sammen én og
én. Hvis der findes en bijektiv funktion mellem to mangder, har disse to ;
mangder ngjagtigt samme antal elementer. Bijektiv




2. Reelle funktioner bestemt ved forskrift

| matematik arbejder vi det meste af tiden med sakaldt reelle funktioner. Det betyder funktioner hvis
domane udgares af et udsnit af de relle tal (R), samt at codomaenet er de reelle tal. Hvis A er en
delmangde af de relle tal (symbolsk skrives det A € R), sa er en reel funktion af én variabel, en
funktion som opfylder: f: A — R.

Engang i mellem vil sddanne reelle funktion blot blive sammenfattende beskrevet ved: f: R - R

Domanet for en reel funktion kaldes ofte for funktionens definitionsmeengde, og betegnes Dm(f).
Samtidig kaldes billedmeangden for funktionens veerdimangde, og begtenes Vm(f).

For reelle funktioner betegner vi typisk en veerdi i definitionsmangden som x, og en verdi i
vaerdimangden som y. Da x og y oftest repraesenterer mange forskellige veerdier, kalder vi disse to
for variable.

Da x repraesenterer vaerdier der kan “veelges frit” fra definitionsmangden, kalder vi denne for en
uafheengig variabel. Da den til x tilknyttede funktionsverdi y = f(x) er bestemt, ved vores valg af
x, kaldes y for en afhangig variabel.

Generelt vil vi sdledes kunne beskrive en funktion som en sammenhang mellem en uafhangig
variabel x og en afhangig variabel y.

For at kunne bestemme hvilket y der harer til et givent x, anvendes ofte en forskrift. En forskrift er
et regneudtryk, hvor en bestemt x-veerdi kan indsattes, sa dens tilhgrende y-verdi kan bestemmes.

Eksempel 2.1
En funktion f er bestemt ved forskriften: f(x) = x2 —5-x + 6.

Til den uafheengige veerdi x = 4 bestemmes funktionsveerdien:
f(4)=4>-5-44+6=16—-20+6=2

Til x = 4 er altsd knyttet y = 2. Oplagt kan en regneforskrift ikke give mere end én funktionsveerdi,
da en en konkret udregning ikke kan have to resultater.

Omvendt ses, at til x = 1 er knyttet f(1) =12—-5-1+6=1-5+6 = 2. Detsesaltsaat y = 2
er funktionsverdi for bade x = 1 og x = 4.

Bemark ogsa at vi bruger symbolerne f (1) og f(4) om de funktionsvardier der er knyttet til x = 1
0g x = 4. Fra et beregningsmeaessigt synspunkt betyder ”f (1)” altsa szt 1 ind pa x’ets plads i
regneforskriften for f og udregn hvad det giver”.



Stykvist defineret funktion
Vi vil tillade at en funktion kan veere defineret ved forskellige regneforskrifter, for forskellige x-
veerdier. Sadanne funktioner vil vi kalde stykvist definerede.

Hvis en stykvist defineret funktion f bruger regneudtrykket u(x) nar x < k og v(x) nar x > k, sa
vil vi skrive funktionsforskriften som en sakaldt gaffelforskrift:

u(x), x <k
v(x), x>k

fe =1

I princippet kan en stykvist defineret funktion vaere bestemt over vilkarligt mange forskellige
intervaller, bare disse ikke overlapper, sa der risikerer at blive flere funktionsverdier for samme x.

u, (x), X €L
Flx) = u, (x), _XE I,

u, (x), x€l,

Eksempel 2.2

x3 -5 x<2

En funktion er bestemt ved: f(x) = {zx +x, x>2

Detsesat f(1) =13 —-5=1—-5=—4,samtat f(3) =23 +3 =8+ 3 = 11.

Endvidere ses detat 22 —5 =8 —5 =3 09 22 + 2 = 4 + 2 = 6. De to regneudtryk giver altsa
ikke samme veerdi for x = 2. Derfor er det vigtigt at forskriften afger, hvilket af de to udtryk der
anvendes, for x = 2. Da den nederste geelder for x > 2 og ikke kun for x > 2, geelder denne. Det er
saledes entydigt bestemt, at £(2) = 6.

Bestemmelse af vaerdier

Som det fremgar vil vi generelt betegne funktionsverdien til x = a med f(a). Vi kan saledes
bestemme det y der hgrer til x = a, blot ved at regne dette tal ud.

Hvis vi omvendt gnsker at bestemme hvilke x-verdier der knyttes til en bestemt funktionsveerdi
y = b, kan dette opstilles som en ligning: f(x) = b.

Ligningen kan have fra ingen og op til uendeligt mange lgsninger, svarende til at funktionen kan
knytte y = b som funktionsveerdi til alt fra ingen til uendeligt mange forskellige x-veerdier.



3. Graf for funktion

Nar det for en funktion geelder, at x har funktionsveerdien y = f(x), udger de to tilsammen et punkt
(x,y) eller (x f(x)). Den samlede mangde af punkter pa formen (x,f(x)) kaldes for funktionens
graf. En graf er altsa farst og fremmet en maengde af punkter, som siges at ligge pa grafen for f.

Punkt og koordinatsystem

Et punkt er helt generelt et ordnet talpar (x, y). At de er ordnet, betyder at tallene betyder noget
forskelligt, afhengigt af om de star farst ellers sidst. De to tal i et punkt (x,y) kaldes henholdsvis
for punktets fgrstekoordinat og andenkoordinat, eller x-koordinat og y-koordinat.

Huvis vi forestiller os alle de punkter der kan laves ud af to reelle tal, har vi et koordinatsystem. Vi
tegner normalt koordinatsystemet med en farsteakse og en andenakse fremhavet. Farsteaksen
bestar af alle punkter hvor andenkoordinaten er y = 0, mens andenaksen bestar af alle de punkter
hvor farstekoordinaten er x = 0. P& begge akser ligger altsa punktet (0,0), som kaldes koordinat-
systemets begyndelsespunkt, eller med et fint ord origo. Punktet hedder normalt 0(0,0).

Pa farsteaksen ligger eksempelvis punkterne A(2,0), B(m, 0), €(5,4,0), D(—7,0) og 0(0,0).
P& andenaksen ligger eksempelvis punkterne 0(0,0), P(0,1), Q(0,v2), R(0,—12) og S(0,0,023).

Vi tegner normalt koordinatsystemet ved at reprasentere hver af de to akser med to rette tallinjer,
vinkelret pa hinanden og med skeringspunkt i 0(0,0). Et punkt kan da grafisk placeres, sa det er ud
for sin farstekoordinat pa farsteaksen, og andetkoordinat pa andenaksen.

Graf i koordinatsystem y
Vi forbinder iseer grafen for en funktion med dens visuelle .
repraesentation, som kan indtegnes i et koordinatsystem. Pa
figuren til hgjre er tegnet 12 punkter, som ligger pa grafen for
en funktion f. 12 punkter er naturligvis et meget lille udsnit af
samtlige punkter (som der er uendeligt mange af).

Vi kan naturligis tegne lidt flere punkter ind - f.eks. 100 mere. y
Men hvad sker der hvis vi tegner ”dem alle sammen”? Ja, s vil
vi fa en sammenhangende kurve, som den vist her til hgjre. Den

visuelle repraesentation af en graf er saledes netop en kurve, der
bestar af alle de punkter i et valgt udsnit af koordinatsystemet,
som ligger pa grafen for f. Kurven er ofte uendelig lang, sa der

er som regel kun tale om et udsnit.



Grafer med serlige punkter

Hvis definitionsmengden for en funktion er afgraenset til
et endeligt interval [a; b], sa vil grafen for f ofte vare en
endelig kurve, som f.eks. vist her til hgjre. De to
endepunkter er markeret som udfyldte ringe, for at markere
at endepunkterne ligger pa grafen.

Hvis definitionsmangden i stedet var ]a; b], sa kurvens
endepunkt til venstre ikke ligger pa kurven, mens der dog
er punkter uendeligt teet pd x = a, s& markerer vi at grafen
gar helt hen til punktet, men at punktet ikke selv er med,
ved at markere det med en aben ring.

Vi kan ogsa forestille os en funktion hvor et enkelt punkt er
klippet ud af kurven. Hullet vises da med en aben ring. Og
maske har grafen et lgsrevet punkt ved den pageelde x-
veerdi, som markeres med en udfyldt ring. En forskrift
kunne her veere:

a-x+b, X#FC

f(x)={ d, xX=c

Ogsa hvis en stykvist defineret funktion laver et hop i
funktionsveerdierne ved de x-verdier, hvor forskriften
skifter, er det ngdvendigt at angive med abne og lukkede
ringe, hvilket kurvestykkes ende der ligger pa grafen for
funktionen, og hvilket der ikke gar, som vist her til hgjre.

Endeligt kan man have funktioner med et egentligt hul i

definitionsmangden. Til hgjre ses grafen for funktionen

f(x) = (x_14)2 + 3. Oplagt kan man ikke seette x = 4, da

man sa kommer til at dividere med 0. Men jo tettere x
kommer pa 4, jo starre bliver y. Derfor kravler grafen for f

op langs linjen x = 4 som vist. Omvendt vil meget store x-
1
(x—4)2
hvorfor y kommer meget teet pa 3. Derfor kravler grafen ud

langs linjen y = 3, som vist. De to linjer kalder vi

henholdsvis for lodret og vandret asymptote for grafen for f.

veerdier fa braken til at komme meget taet pa 0,

=
Il
N



4. Kontinuitet

Populaert sagt, sa siges en funktion hvis graf kan tegnes uden at man skal lgfte blyanten fra papiret,
at veere kontinuert. Kontinuitet er en ganske central egenskab for en funktion, som meget af den

teori der praesenteres senere afhaenger af.

Pa figuren til hgjre ses grafer for to T

forskellige funktioner. Den rade graf er
kontinuert. Den kan tegnes uden at lgfte
blyanten, mens den grenne graf har tre
punkter hvor den ikke er kontinuert. Vi siger

at den i de tre punkter er diskontinuert eller
blot ikke-kontinuert.

\/(
Strengt taget er den kontinuert i de gvrige

punkter. Vi vil dog kun kalde en funktion for

kontinuert, hvis den er kontinuert i alle punkter.

Mere formelt, sa betyder det at en funktion f er kontinuert i x,, at
hvis et x kun afviger en smule fra x,, sa vil f(x) kun afvige en
smule fra f(x,).

Endnu mere formelt kan man sige, at hvis man for et nok sa lille
interval rundt om funktionsveerdien f (x,), kan finde et interval rundt
om x,, sa alle funktionsveerdier til disse x-verdier ligger inden for
intervallet rundt om f(x,), sa er f kontinuert i x,,.

Hvis det omvendt er sadan, at en tilpas lille afvigelse fra f (x,)
betyder, at selv x-verdierne meget tet pa x, har funktionsveerdier
med starre afvigelse til f(x,), sé er f diskontinuert i x,.

I mere dagligt sprog, sa betyder kontinuert, at nar x vokser glidende
fra a til b, sa vil f(x) forandres glidende fra f(a) til f(b). Det sidste
kan godt ga op og ned pa vejen fra f(a) til £(b), det centrale er at det
sker glidende.

Et eksempel pa en funktion, som ikke er kontinuert i ét eneste punkt kan veere:

1, x€eEQ
f(x)z{o, x € R\Q

Axo)

Axo)

Xo




5. Nulpunkter og fortegnsvariation

En x-veerdi der for en funktion f har funktionsvardien y
f(x) = 0, kaldes et nulpunkt for f.

Pa tegningen af grafen for f, kan nulpunkterne genkendes /-\\ X
som skeeringspunkter med farsteaksen. Funktionen til
hgjre har saledes vist fem nulpunkter.

Alene formen pa en graf kan ikke fortalle, hvor mange
nulpunkter funktionen har.

Pa figuren til hgjre ses fem grafer med samme form, men
med ingen nulpunkter (orange), et nulpunkt (red), to
nulpunkter (pink), tre nulpunkter (grgn) og fire
nulpunkter (bla).

Fortegn og fortegnsvariation

Hvis en funktion i et interval af x-veerdier opfylder, at f (x) > 0 for alle veerdier i intervallet, siger
vi at f er positiv i intervallet.

Hvis en funktion i et interval af x-veerdier opfylder, at f (x) < 0 for alle verdier i intervallet, siger
vi at f er negativ i intervallet.

Grafisk er f positiv hvis dens grafen ligger over farsteaksen, og negativ hvis den ligger under.
En angivelse af hvor pa x-aksen en "‘y
Positiv

funktion er henholdsvis positiv og negativ,
kaldes for en angivelse af funktionens
fortegnsvariation.

Til hgjre ses grafen for en funktion f, med
definitionsmangden Dm(f) =] — 8; 7].

Det ses at f er positiv for
x €] —8;—-7],x € [-3;1] og x € [3;6].

Negativ

Endvidere ses at f er negativ for
x €[-7;-3],x €[1;3] og x € [6;7].

Ovenstaende er altsa en angivelse af fortegnsvariationen for f.

10



Bestemmelse af fortegnsvariation

Som udgangspunkt kan fortegnsvariationen for en funktion bestemmes ved at tegne grafen og
bestemme hvor grafen ligger over fgrstekasen og hvor den ligger under. Ulempen ved denne
metode kan veere, at hvis funktionen har en uendeligt stor definitionsmangde, sa er det ikke sikkert
at alle nulpunkter er vist pa en tegning. Og derudover kan en tegning have en oplgsning som gar, at
et nulpunkt ikke kan ses.

Derfor er vi ofte interesseret i at kunne regne os frem til fortegnsvariationen:

Nulpunkterne for f bestemmes ved at lgse ligningen f(x) = 0. Lagsningerne til denne ligning er
netop samtlige nulpunkter.

Hvis x; og x, er nulpunkter for f, og der
ingen nulpunkter er i mellem, sa ma f veere
enten positiv eller negativ i intervallet

[x1; x,], safremt f er kontinuert. For en
kontinuert funktion kan ikke skifte fortegn,
uden at passere 0. Som vist med den rgde
graf til hgjre.

Det kan en funktion med en diskontinuitet
derimod godt, som vist med den bla graf pa
figuren til hgjre. Derfor er kontinuitet en
betingelse for at antage det fglgende.

Vi kan bestemme fortegn for f i intervallet [x,; x,] blot ved at bestemme en vilkarlig funk-
tionsveerdi f(a) for x; < a < x,. Funktionen vil i hele intervallet have samme fortegn som f(a).

Hvis x; er det mindste nulpunkt for f, ved vi at f har samme fortegn for alle x < x,. Hvis
definitionsmangden er alle reelle tal, bestemmes f’s fortegn for | — oo; x;] blot som fortegnet for
f(b), hvor b er et vilkarligt valgt tal mindre end x;.

Hvis x,, tilsvarende er det starste nulpunkt, kan f’s fortegn for x > x,, bestemmes. Er Dm(f) = R,
sa Vil f i [x,; o[ have samme fortegn som f(¢), hvor c er et vilkarligt tal sterre end x,,.

Hvis f(x) = 0 har lgsningerne x = x;, x = x5, ..., x = x,,, Sa bestemmes fortegnsvariationen for
f ved at bestemme funktionsverdier for tal mellem alle disse. Mellem to nabo-nulpunkter vil f da
have samme fortegn, som funktionsveerdien for et vilkarligt tal mellem disse to. Tilsvarende findes
fortegn far mindste nulpunkt og efter stgrste nulpunkt ved en funktionsveerdi far hhv. efter disse.
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Eksempel 5.1
En funktion f er bestemt ved forskriften f(x) = x? — 8x + 12.

For at bestemme fortegnsvariationen for f, bestemmes farst funktionens nulpunkter, ved at lase
ligningen f(x) = 0.

x2—=8x+12=0
Koefficenter for andengradsligningen afleeses: a =1, b = —80g ¢ = 12
Diskriminant beregnes: d = b? —4ac = (—8)? —4-1-12 =64 —48 = 16

—-b+Vd _ —(-8)+V16 _ 8+4
2a 21 2

Da d > 0 har ligningen to lgsninger som bestemmes: x = =442

Lesningen er altsd: x = 2 eller x = 6.

For at bestemme fortegnsvariationen, bestemmes funktionsverdier rundt om nulpunkterne.

Som punkter vaelges x = 0, x = 4 og x = 10. Der fas: )

f(0)=02-8-0+12=0—-0+12=12
f(4)=4*—-8-4+12=16—-32+12=—-4
f(10) =10 —-8-10+ 12 =100 — 80 + 12 = 32

]
[=3]

Da f(0) > 0, sd er f positiv i intervallet | — oo; 2].
Da f(4) < 0, sder f negativ i intervallet [2; 6].
Da f(10) > 0, sd er f positiv i intervallet [6; oo].

Funktionen f er altsa positiv for x €] — o0; 2] 0g x € [6; %[, samt negativ for x € [2; 6].

Eksempel 5.2
En funktion f er bestemt ved f(x) = x3 — 6x2 + 9x — 4

For at bestemme fortegnsvariation, bestemmes nulpunkterne ved at lgse f(x) = 0 med et CAS-
veerktgj: Lasningen er x = 1 eller x = 4. Rundt om undersgges x = 0, x = 2 og x = 10:

v
f0)=03—6-024+9-0—4=0-0+0—4=—4 |

f(2)=22-6-2249.2-4=8-24+18—4=—-2
f(10) =103 —6-1024+9-10 — 4 = 1000 — 600 + 90 — 4 = 486

Da f(0) < 0 er f negativ i intervallet | — oo; 1].

Da f(2) < 0 er f negativ i intervallet [1; 4]. 1
Da f(10) > 0 er f positiv i intervallet [4; oo

Funktionen f er altsa negativ i intervallet ] — oo; 4] og positiv i intervallet [4; co[.
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6. Differentiabilitet

Hvis en graf har den egenskab, at den omkring et punkt x, ligner en ret linje, sa kalder vi
funktionen “lokalt lineaer”, glat” eller mere fagligt differentiabel i punktet x,.

Pa figuren herunder ses et eksempel pa en funktion der er differentiabel i x,. Jo mere vi zoomer ind

pa punktet (xo,f(xo)) pa grafen for £, jo mere kommer grafen til at ligne en ret linje.

~

Meget oplagt er det ngdvendigt at
en funktion er kontinueret, for at
den kan veere differentiabel. Pa
figuren til hgjre ses, at en diskon-
tinuert funktion ikke kan ligne en
ret linje, ndr man zoomer ind.

4

y 7

En anden ting der er afgerende, er at grafen er ’glat”. Det betyder at den ikke ma have en “’skarp

kant”, som det f.eks. ses ved punktet (xo, f (x,)) p& nedenstaende eksempel. Hvis vi zoomer ind p&

punktet, sa ligner grafen godt nok en ret linje for x < x, og det geelder ogsa for x > x,, men det er
ikke den samme rette linje den ligner. Det er altsa en betingelse for differentiabilitet, at grafen ’pé

begge sider” af x,, ligner den samme rette linje.

N

/

A

~

Hvis en graf er kontinuert og uden “knaek”, det vil sige hvis den er ’glat” alle steder, eller ’lokalt

linezr” 1 betydningen, at den i ethvert punkt ligner en ret linje tilpas meget”, hvis blot vi ”zoomer

nok ind”, sa siger vi at funktionen bag grafen er differentiabel.
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7. Tangent og tangenthaldning

En differentiabel funktion ligner som bekendt en ret linje omkring
ethvert punkt. Den linje som grafen ligner teet omkring punktet
P(xo, f(xo)), kalder vi for tangenten til grafen for £, med

IR
P(xo, f(x9)) som rgringspunkt.

Ideen er vist pa figuren til hgjre, i det det skal bemarkes, at hvert I
eneste punkt pa grafen har sin egen tangent.

Begrebet tangent er lant fra leeren om cirkler, hvor en tangent er en ret
linje der lige ngjagtigt rarer cirklen i ét punkt. Man kan altsa teenke pa
en tangent som en linje, der lige ngjagtigt rarer grafen i ét punkt. Men
det er ikke en tilstreekkelig betingelse. Som det ses af billedet
herunder til venstre, sa kan en linje (gren) godt ramme grafen i netop
ét punkt, uden at veere tangent.

Heller ikke en formulering
om at den "ikke gér 1
gennem grafen” kan bruges,
for det findes der tangenter
som gar, eksempelvis fixo)
tangenten vist yderst til
hgjre her. l

I

En tangent til en graf, med raringspunkt i x,, er altsa den linje som lokalt omkring punktet, er stort
set sammenfaldende med grafen, og jo teetter vi zoomer ind pa punktet, jo mere sammenfaldende
bliver graf og linje. Tangenten kan i gvrigt sagtens skeere grafen mange andre steder, end i lige

reringspunktet.

Tangenthaldning
En tangen er en ret linje, og den kan derfor fremstilles ved en ligning pa formen
y=a-x+b
Vi kalder tallet a for linjens haeldning. Det betyder at hvis man fra et \ Vandret
vilkarligt punkt pa linjen lader x vokse med 1, sa vil y vokse med a. o0

vil linjen veere aftagende. For a = 0 siger vi at linjen er vandret.

Jo starre a er, jo stejlere vil linjen derfor veere. Og hvis a er negativ, /

a<0
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Heldningen pa en tangent fortaeller altsa, hvor hurtigt y-
veerdierne pa tangenten andrer sig, nar man bevager sig
langs x-aksen. Da grafen ligner linjen omkring
raringspunktet, vil grafens funktionsveerdier lige omkring
punktet, vokse med samme hastighed som tangentens y-
veerdier. Men kun lige ved punktet. Sa snart man er
kommet lidt veek fra raringspunktet, vil tangenthaldning-
en have &ndret sig.

Vi kalder derfor haeldningen pa tangenten med raringspunkt x, for funktionens vaeksthastighed i x,,.
Veaksthastigheden er séaledes et tal, som fortzeller hvor meget funktionsvardierne vokser pr. skridt
langs x-aksen. Men da veeksthastigheden hele tiden &ndrer sig, a&ndrer stigningstakten i
funktionsveerdierne sig ogsa hele tiden.

Afledet funktion

Da tangenthzldninger for en funktion f er serdeles vigtige for vores analyse af funktionen, giver vi
denne starrelse sit eget symbol. Tangenthaeldningen til punktet x, kalder vi f'(x,). Vi udtaler
symbolet ”’f-maerke-af-x,”.

Hvis grafen for funktionen f viser sig at have en tangent til punktet (Z,f(Z)), som har en haldning
pa 7, sa vil vi altsa skrive: f'(2) = 7 (udtalt ”f-meerke-af-2-lig-7").

Hvis f er differentiabel, har den en tangent til alle punkter pa grafen. Dermed vil der for hver eneste
x-veerdi vaere en tangenthaldning f'(x). Dermed bliver f'(x) i sig selv en funktion, som til hver
eneste x-veerdi knytter et tal, som netop er haeldningen pa tangenten til punktet.

En funktion der til hvert x knytter den tilhgrende tangenthaldning for funktionen £, kalder vi for en
afledet funktion for f, og betegner altsa f (udtales f-marke”).

Det er en selvsteendig disciplin at bestemme f'(x) ud fra f (x). Disciplinen kaldes for differential-
regning, og vil farst blive omtalt senere. Indtil da kan et CAS-veerktgj benyttes til dette.

Tangentens ligning

Tangenten til grafen for £ med raringspunkt x, har altsa en ligning y = a - x + b.

Det gaelder at haeldningenera = f'(x,) 0gatb =y, —a - xo = f(xg) — f'(xg) - xo

Dermed fas: y = f'(xo) - x + f(x0) — f'(x0) - %0 = f'(x0) - x = f'(x0) - %o + f (x0)-

Ved at s&tte f'(x,) uden for parentes pa de farste to led fas da formlen for tangentens ligning:

y = f'(x0) - (x — x0) + f(x0)
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8. Ekstremumspunkter og monotoniforhold

Vi siger at en funktion f er voksende i et interval [a; b], hvis vi for to tal x; og x, valgt vilkarligt i
intervallet [a; b] er sikre pa, at hvis x, > x;, saer f(x;) > f(xy).

Pa tilsvarende vis siger vi, at f er aftagende i intervallet [a; b], hvis vi for x, > x; kan veere sikre

pa, at £ (x2) < f(x1).

Vi siger ogsa at f er voksende hvis y vokser
nar x vokser, og aftagende hvis y aftager, nar Axe)

)

x vokser.

Pa figuren ses at for f er f(x,) > f(x;) over

A

alt i intervallet [a; b], sa leenge x, > x;. Der
for er f voksende i [a; b].

Det ses ogsa at for g er g(x,) < g(x;) over
alt i intervallet, sa lenge x, > x;. Derforer g
aftagende i [a; b].

Mere lavpraktisk kan vi se pa tegningen af en graf, at en funtion er voksende, nar den fra venstre

mod hgijre (det vil sige i x-aksens retning) gar opad. Og den er aftagende, hvis den fra venstre mod

hgjre gar nedad.

Generelt vil vi kalde bestemmelse af om en funktion er voksende eller aftagende, for en

bestemmelse af funktionens monotoni.

Ekstremumspunkter

Et punkt hvor en funktion skifter monotoni, vil vi kalde for et lokalt ekstremumspunkt.

Farstekoordinaten til punktet kalder vi ekstremumsstedet, fordi det er det sted pa x-aksen, hvor
funktionen har ekstremum. Andenkoordinatet vil vi kalde ekstremumsverdien.

Et lokalt ekstremumspunkt, hvor en funktion
skifter fra voksende til aftagende, kaldes for et
lokalt maksimumspunkt. Fgrstekoordinaten
angiver maksimumstedet, anden koordinaten
maksimumveerdien, eller blot maksimum.

Tilsvarende kaldes et lokalt ekstremum med skifte

A 1
YVoksende

Aftagende

Maksimum

\

Lokalt
ekstremum

Voksende

[Minimum

fra aftagende til voksende for et lokalt minimum.
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Monotoniforhold
En angivelse af hvor pa x-aksen at en funktion er henholdsvis
voksende og aftagende, kaldes en angivelse af funktionens

ty
Voksende

Aftagende
monotoniforhold.
Til hgjre ses grafen for en funktion f med /\
definitionsmangden Dm(f) =]50; 720]. S0 74T 250 STl

Det ses at f er voksende for x €]50; 144] og x € [360; 621],
samt aftagende for x € [144;360] og x € [621; 720].

Dette er altsa en angivelse af funktionens monotoniforhold.

Tangenthaldning, monotoni og stationaert punkt
Da tangenthaldningen f’(x,) angiver veeksthastigheden for f i punktet x,, ma det gelde at:

Hvis f'(x) > 0 for alle x € [a; b], sa er f voksende i intervallet.
Hvis f'(x) < 0 for alle x € [a; b], sa er f aftagende i intervallet.

Tangenthaldningens fortegn angiver altsa funktionens monotoni. Eller sagt pa en anden made:
Fortegnsvariationen for den afledede funktion f'(x) angiver monotoniforholdene for f.

Hvis tangenthaldningen er f'(x,) = 0 siger vi, at f har vandret tangent i x,. Da det svarer til en
vaeksthastighed pa 0, kalder vi ogséa punktet for et stationaert punkt.

For en differentiabel funktion geaelder almindeligvis, at den afledede funktion f'(x) ogsa er
differentiabel, og dermed kontinuert. Det betyder, at nar f i et lokalt ekstremumspunkt skifter
monotoni, sa skifter f’ fortegn. Og for at f” skifter fortegn, skal den passere veerdien 0. Og det sker
netop ved det lokale ekstremumspunkt. Et stationzrt punkt er altsa et lokalt ekstremumspunkt, hvis
f' skifter fortegn henover det. Og omvendt kan f ikke skifte fortegn, uden at passerer 0, sa der kan
ikke langs grafen opsta et lokalt ekstremum, uden at der er et stationzrt punkt.

De stationeere punkter for f, svarer altsa til nulpunkterne for f”.
Der er dog ingen garanti for, at et stationart punkt ngdvendig-
vis er et lokalt ekstremum. Det kraever en yderligere under-
sggelse. Hvis et stationart punkt ikke er et ekstremum, siger

Vandret vendetangent

Stationert

punkt -
{_vamfref tan, gem‘_}

man at funktionen har vandret vendetangent i punktet (som
ogsa kaldes for et saddelpunkt). Pa figuren til hgjre er
stationare punkter og vandrete tangenter vist.

-

1 Minimum
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Bestemmelse af monotoniforhold

Monotoniforholdene for en funktion kan bestemmes dels med et grafisk verktgj, dels ved
beregninger. Grafisk kan det bestemmes ved at tegne grafen for funktionen, bestemme maksimum
og minimum med indbyggede veerktgjer, og ud fra dette kortleegge monotoniforholdene. Det kraver
dog at vi ved at alle lokale ekstrema er synlige pa den tegnede graf.

Hvis man kender den afledte funktion f’(x), kan den anvendes til undersggelsen. De stationzre
punkter for f bestemmes, ved at bestemme nulpunkter for f'. Dette gares ved at lgse ligningen
f'(x) = 0. Herefter bestemmes fortegnsvariationen for f’ pa samme made, som for f i kapitel 5.
Herefter udnyttes, at hvor f' er positiv, er f voksende, og hvor f' er negativ, er f aftagende.

Eksempel 8.1 y
Funktionen f er bestemt for -3 < x < 5 ved
f(x) = —2x5+17,5x* — 20x3 — 160x? + 320x + 300

Det ses af den grafiske analyse, at f har lokalt minimum
ved x = —2 og lokalt maksimum ved x = 1, samt
vandret vendetangt ved x = 4. Monotoniforholdene kan
saledes opskrives:

f er aftagende for x € [-3; —2] og x € [1; 5] samt voksende for x € [—2; 1].

Eksempel 8.2
En funktion f er bestemt ved f(x) = 3x* — 16x3 + 18x2 + 20. Farst bestemmes funktionens
stationaere punkter ved med et veerktajsprogram at lgses ligningen f'(x) = 0.

Lasningerne er: x = 0 eller x = 1 eller x = 3.

Rundt om nulpunkterne for f’ veelges x = —1, x = 0,5, x = 2 0g x = 4.

Med verktgjsprogram fas: f'(—1) = =96, f'(0,5) = 7,5, f'(2) = —24 og f'(4) = 144

Da f'(—1) < Oer f' negativ i | — o0; 0] og dermed er f aftagende.

Da f'(0,5) > 0 er f’ positiv i [0; 1] og dermed er f voksende. Yy
Voksende —

Da f'(2) < O er f' negativ i [1; 3] og dermed er f aftagende. Aftagende —

Da f'(4) > 0 er f' positiv i [3; o[ og dermed er f voksende.

Funktionen f er altsa aftagende for x €] — o; 0] og x € [1; 3],

samt voksende for x € [0; 1] og x € [3; oo].

Det bemaerkes at f har lokalt minimum i x = 0 og x = 3,
samt lokalt maksimum i x = 1.
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Globale ekstrema
Ordet lokalt maksimum anvendes om et y
stationeert punkt, hvor f skifter fra voksende til Globalt maksimum g= === ========
aftagende. Det gar det, fordi det stationzre punkts
funktionsveerdi er den starste funktionsveerdi i et Lokalt maksimum ¢ = = = =
eller andet omrade omkring punktet. Det betyder
imidlertid ikke, at funktionen ikke andre steder
kan have starre funktionsveerdier. Den starste
funktionsveerdi for hele funktionen, kaldes for

Lokalt minimum = =

Globalt minimum é=

dens globale maksimum.

Pa samme made geelder, at et lokalt minimum er den midste funktionsverdi omkring det
pageeldende omrade, men at de sagtens kan vaere mindre. Den mindste funktionsveerdi for en
funktion, kaldes for dens globale minimum.

Ethvert globalt ekstremum er i sagens natur ogsa et lokalt ekstremum. Hvis verdens hgjeste mand
bor i Danmark, sa er han samtidig Danmarks hgjeste mand.

Det er ikke alle funktioner der har et globalt maksimum og/eller minimum. Det kan enten vare
fordi den indeholder vilkarligt store funktionsvaerdier (det vil sige at den vokser mod oo eller falder
mod —oo), eller det kan vere fordi den kommer vilkarligt tet pa en gvre eller nedre graense, uden
nogensinde at ramme denne granse.

Tag eksempelvis funktionen f(x) = % hvor x > 0. Jo
teettere x kommer pa 0 (oppe fra), jo starrer bliver i Vi

kan faktisk gare ivilkérligt stor, sa det er ikke muligt at
udpege et globalt maksimum for f. Samtidig kan vi ved at
lade x vokse sig starre og starre, fa % til at komme

vilkarligt teet pa 0. Men det bliver aldrig 0. Sa 0 er altsa

ikke funktionens globale minimum, for det er slet ikke en

funktionsveedi. Der er altsa ingen mindste funktionsveerdi.
Har f et globalt minimum a og globalt maksimum b, sa er veerdimangden Vm(f) = [a; b].

Hvis man skal undersgge en funktion for globale ekstremumspunkter, skal man veere serligt
opmerksom omkring “huller” i definitionsmangden, samt graenserne for definitionsmangden.
Denne note vil dog ikke ga i dybden med sadanne undersggelser.
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9. Vendepunkter og krumningsforhold

Hvis det om en funktion gelder, at tangenthaldningerne til grafen for f er voksende i et interval
[a; b], da siges f at vaere konveks i intervallet. Man bruger ogsa begrebet at f krummer opad.

Hvis det om en funktion geelder, at tangenthealdningerne til grafen for f er aftagende i et interval
[a; b], da siges f at veere konkav i intervallet. Man bruger ogsa begrebet at f krummer nedad.

Konveks og konkav
P4 figuren til hgjre ses et eksempel p& \\”
en konveks graf. | punktet A er tan-
genten stejlt aftagende, mens den bli-
ver mindre og mindre stejl i B og C,
og i D far den haeldning 0. | E er
tangenthaldningen blevet positiv, og
derpa stejlere og stejlere i F og G.

AN

Vi kan altsa se at tangentheeldninger-
ne vokser, nar x vokser. Det betyder
ogsa at alle tangenter befinder sig
under grafen for f (sort kurve).

Pa den anden figur ses et eksempel pa
en konkav graf. | punktet A er tan- /
genten stejlt voksende, mens den bliver y
mindre og mindre stejl i Bog C, ogi D // —
far den haeldning 0. | E er tangent- C
haeldningen blevet negativ, og derpa B
stejlere og stejlere i F og G. -

Vi kan altsa se at tangenthaldningerne

aftager, nar x vokser. Det betyder ogsa // \

at alle tangenter befinder sig over /
grafen for f (sort kurve).

Ligesom vi henviser til positiv/negativ som fortegn og voksende/aftagende som monotoni, vil vi om
konveks/konkav bruge begrebet krumning.

En huskeregel for konVeks og konkAv kan vere, at V ”krummer opad” og A “krummer nedad”.
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Vendepunkt

Pa figuren herunder ses grafen for en funktion. Fglger vi tangenthaldningerne i punkterne A, B, C
og D, ses det at de aftager. Samt at tangenterne ligger over grafen. For tangenten i punktet D,
geelder sidstnavnte dog kun for den halvdel af tangenten, der ligger pa samme side som A, B og C.
Udviklingen viser, at f er konkav i dette omrade af x-aksen.

Folger man tangenthaldningerne i punkterne D, E, F og G, ses det at de vokser, samt at tangenterne
pa denne side af D, ligger under grafen. Dette viser at f er konveks i dette omrade af x-aksen.

Eksemplet viser, at funktionen skifter krumning ved punktet D. | det konkrete tilfeelde fra konkav til
konveks, fordi tangenthaldningerne skifter fra aftagende til voksende. Vi kalder derfor punktet D
for et vendepunkt, og tangenten til grafen for f med D som rgringspunkt for en vendetangent.

Hvis D tillige havde veeret et stationart punkt, det vil sige med vandret tangent, ville vi have talt om
en vandret vendetangent.

Konkav —
Konveks —

/ AN AN R N

Pa engelsk kaldes vendepunkt” for ”point of inflection”, som direkte oversat betyder ’bgjnings-

punkt”. Tilgengeaeld bruges det engelske ord "turning point” (som direkte oversat betyder
vendepunkt”) om punkter hvor tangenthaldninger skifter fra positiv til negativ - altsa det vi pa
dansk kalder ekstremumspunkt. Stationart punkt hedder pa engelsk “’stationary point”.

21



Krumningsforhold y

_ . Konveks ——
En angivelse af hvor pa x-aksen at en funk- Konkav
tion f er konveks hhv. konkav, kaldes en
angivelse af funktionens krumningsforhold.

Pa figuren til hgjre ses en funktion f, med
definitionsmangde Dm(f) = [3; 85].

Pa grafen er markeret funktionens fire : : |
vendepunkter, og ud fra dette aflases 3 1i6 30 19 7,!3 a5
krumningsforholdene til at veere:

Funktionen f er konveks for x € [3;16] og x € [30;49] og x € [73; 85],
samt konkav for x € [16;30] og x € [73; 85]

Dobbelt-afledet funktion

Som sagt er f konveks i et interval [a; b], hvis tangenthaldningerne vokser i intervallet. Det vil sige
hvis f’(x) er voksende i intervallet [a; b]. Men at f' er voksende, betyder af den afledede funktion
til f' er positiv. Da den afledede funktion til f’ er ”den afledede til den afledede for £, kaldes
denne “den dobbelt-afledede af f” og betegnes ' (udtales ”f-dobbeltmerke”).

Da der tilsvarende geelder at f er konkav i [a; b], hvis f’ er aftagende i intervallet, sa geelder at den
dobbelt-afledede skal vere negativ. Sammenfattende ved vi altsa:

Hvis f"'(x) > 0 for alle x € [a; b], sd er f konveks i intervallet.
Hvis " (x) < 0 for alle x € [a; b], sa er f konkav i intervallet.
Vi kan saledes se, at fortegnsvariationen for £ angiver krumningsforholdene for f.

Hvis f er differentiabel, kan vi almindeligvis regne med at det samme geelder for f' og f"’, som
saledes ogsa begge er kontinuerte.

Det er altsa kun muligt for £’ at skifte fortegn, hvis funktionsveerdierne passerer 0. Dermed kan f
altsa kun skifte krumning, hvis den passerer et nulpunkt for £, Vi kan altsa bestemme de mulige
vendepunkter for f, ved at bestemme nulpunkterne for /. Det geres ved at lgse " (x) = 0.

Bemeerk at /" godt kan have et nulpunkt, uden at f har et vendepunkt. Det kraver at der sker et
fortegnsskifte henover nulpunktet for £, far man ved at der er et vendepunkt.
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Bestemmelse af krumningsforhold

Krumningsforhold kan bestemmes dels med et grafisk veerktej dels ved beregninger. Grafisk kan

det bestemmes ved at tegne grafen for f, og med et indbygget vaerktaj bestemme vendepunkterne.
Herefter kan man ved at se pa grafen, opskrive krumningsforholdene. Det kreever at man kan veere
sikker pa, at alle vendepunkter er synlige pa grafen.

Krumningsforhold kan ogsa beregnes, hvis man kender f”'(x). De mulige vendepunkter kan
bestemmes ved at lgse ligningen f"'(x) = 0, og herefter kan krumningsforholdene bestemmes, ved
at bestemmes fortegnsvariationen for ' (pa samme made, som det skete for f i kapitel 5) og
udnytte, at hvis £’ er positiv, sa er f konveks, og hvis f"’ er negativ, sa er f konkav.

Eksempel 9.1 Ty
For en funktion f med Dm(f) = [10; 45] er grafen
tegnet med et grafisk veerktgj, som vist til hgjre. Og
grafens to vendepunkter er bestemt til at ligge ved
x = 16 0g x = 24. Ved at se pa krumningen pa
grafen, aflaeses krumningsforholdene til:

f er konveks for x € [10; 16] og x € [24; 45][, samt
konkav for x € [16; 24].

Eksempel 9.2
En funktion f er bestemt ved forskriften

' Konveks —
f(x) = x* — 14x3 4+ 60x? — 96x + 156. Konkay —

For at bestemme mulige vendepunkter, Igses med et veerktgjsprogram
ligningen f"'(x) = 0. Lasninger er: x = 2 eller x = 5.

Rundt om disse nulpunkter undersgges fortegn for ', ved at
bestemme f"'-veerdier for x = 0, x = 4 0og x = 6:

(Y e ——

N ———

£(0) = 120
F(4) = —24
F(6) = 48

Da f"'(0) > 0, sder f konveks i ] — o0; 2], da f"(4) < 0,saer f konkav i [2; 5] ogda f"'(5) > 0,
saer f konveks i [5; oo].

Krumningsforholdene for f er altsa bestemt til:
f er konveks for x €] — o; 2] og x € [5; o[ samt konkav for x € [2;5].
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Bestemmelse af arten for stationaere punkter

Et punkt pa grafen for f med tangentheeldning 0, det vil sige et punkt der opfylder at f'(x) = 0,
kaldes som sagt for et stationzrt punkt. Det er tidligere vist, at et sadan punkt kan vere af tre
forskellige arter. Det kan vaere et lokalt maksimum, et lokalt minimum eller et saddelpunkt.

En konkav graf er kendetegnet ved, at tangent-

haeldningerne aftager, det vil sige at f' er aftagende. Y Maksimum Ig:f;; :
| et stationaert punkt pa en konkav graf, det vil sige

at f”"(x) < 0, ma der have gjaldt f'(x) > 0 lige

far punktet, og f'(x) < 0 lige efter. | det stationzere Saddelpunkt

punkt skifter f altsa fra positiv til negativ, og

dermed f fra voksende til aftagende og dermed er gfgg;g’"m
punktets art, at det er et lokalt maksimum. \

X

Pa samme made ma f” i et stationaert punkt pa en
konveks graf skifte fra positiv til negativ, hvorfor
punktets art ma vaere et lokalt minimum.

Minimum

Hvis et stationeert punkt er et vendepunkt, hvor f” skifter fortegn, sa vil f’ skifte monotoni i
punktet. Det betyder at f' har samme fortegn pa begge sider af det stationare punkt. I sa fald vil
arten af det stationaere punkt vaere et saddelpunkt. Det er imidlertid ikke nok at f"' (x) = 0, for at
konstatere at der er et vendepunkt. Det kraever ogsa at £’ skifter fortegn i punktet. Vi kan saledes
nu sige falgende om arten af et stationert punkt:

Hvis f'(xy) = 0 0g f""(x,) < 0, sa er det stationeere punkt for f i x, af arten: lokalt maksimum
Hvis f'(x,) = 0 0g f""(x,) > 0, sa er det stationeere punkt for f i x, af arten: lokalt minimum

Hvis f'(xo) = 00g f"(xo) = 0, 09 " (x,) skifter fortegn i x,, sa er det stationare punkt for f i x,
af arten: Saddelpunkt. Skifter £’ ikke fortegn i x,, er arten ubestemt.

Eksempel 9.3

For funktionen f(x) = x3 — 3x + 2 fas som lgsning til f'(x) = 0atx = —1 eller x = 1.
Endvidere fas at f''(—1) = —6, hvorfor f har lokalt maksimum ved x = —1, og "' (1) = 6,
hvorfor f har lokalt minimum ved x = 1. Dermed kan monotoniforholdene for f opskrives:
f er voksende for x €] — c0; —1] og x € [1; o[ samt aftagende for x € [—1; 1].

Eksempel 9.4

For funktionen f(x) = x* fasat f'(0) = 00g f”(0) = 0.Menda f"(—1) =12 0g f"(1) = 12,
skifter £’ ikke fortegn. Arten af x = 0 er altsa ubestemt. En undersggelse af krumningsforholdene
vil dog vise, at f er konveks alle steder. Sdledes vil vi kunne se, at x = 0 er lokalt minimum.
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10. Funktioner og modeller

Nar vi benytter matematiske strukturer, eksempelvis en funktion, til at beskrive forhold uden for
matematikken selv, taler vi om at vi bruger strukturen som en matematisk model. En matematisk
model er altsa et stykke matematik, som vi forsgger at bruge til at beskrive forhold og

sammenhange i “virkeligheden” med.

Nar vi bruger funktioner som matematiske modeller, er det altsa som regel et forsgg pa at beskrive
hvordan to kvantitative stgrrelser afhaenger af hinanden. Vi lader da den uafhangige variabel x
repraesentere den ene starrelse, mens den afhaengige variabel f(x) repraesenterer den anden.

Modellen er saledes en pastand om, at den starrelse der repraesenteres af f(x) rent faktisk
“afhanger” af den storrelse der reprasenteres af x. Saledes ma vi forlange af virkeligheden, at der
til én veerdi af x hgrer netop én veerdi af f(x).

Her vil vi ikke interessere os for hvor modeller kommer fra, men alene hvordan vi bruger dem til at
udtale os om virkeligheden. Som udgangspunkt sker modelanvendelse i tre skridt.

Farst en matematisering hvor et "virkelighedsspergsmal” oversattes til et “matematiksporgsmal”
der kan stilles til modellen. S& en matematisk analyse, hvor der findes et “matematiksvar” pa
“matematikspergsmalet”. Og til sidst en fortolkning, hvor ”matematiksvaret” oversettes til et

“virkelighedssvar” pa “virkelighedsspergsmalet”.

De spargsmal vi kan svare pa er eksempelvis hvad bliver den afhangige sterrelse, nar den
uafhangige antager en bestemt veerdi a. Matematikspgrgsmalet bliver da at bestemme
funktionsveerdien f(a) ved hjelp af den funktion, som udgar modellen.

Det kan ogsa vere, at vi gnsker at vide for hvilke vardier af den uafhengige starrelse, at vi kan
forvente den afhangige sterrelse antager en bestemt veardi b. Matematikspgrgsmalet bliver da at
lgses ligningen f(x) = b.

Ogsa spgrgsmal om hvad den sterste eller mindste veerdi for den afhengige starrelse er kan
besvares, ved at undersgge matematiske spgrgsmal om at bestemme ekstrema for funktionen.

Et seerligt type spgrgsmal er spgrgsmal om vaksthastigheden for den afhangige starrelse. Det kan
f.eks. veere for en bestemt veerdi af den uafhangige starrelse a, som kan oversattes til matematik-
spgrgsmalet bestem f'(a). Eller bestemmelse af for hvilke veerdier af den uafhangige starrelse at
veeksthastigheden er b, som kan findes ved at lgse ligningen f'(x) = b.

Endeligt kan starste eller mindste veeksthastighed findes som et vendepunkt hvor der skiftes fra
konveks til konkav, eller omvendt.
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Eksempel 10.1

I en model beskrives sammenhangen
mellem alderen x (malt i ar) og hgjden f(x)
(malt i cm) for en bestemt hesterace.

Hgjden pa en 2 ar gammel hest kan da
matematiseres til matematikspgrgsmalet
“bestem f(2)”, hvis svar derpa kan fortolkes
tilbage til et virkelighedssvar pa spgrgsmalet.

Eksempel 10.2

I en model beskrives den mulige omsatning f(x) (malt i

mio. kr.) for en bestemt vare pa markedet, som afhangig af 15007y
prisen pa varen x (malt i kr. pr. kg.). Modellen er funktio-
nen f(x) = —18,9x2 + 427,1 - x + 1233,8. Spargsmalet
om for hvilken pris omsatningen bliver starst, besvares ved
at bestemme maksimumspunktet for f. Det ses at veere
(11,3,1180), som fortolkes til at for en pris pa 11,3 kr. pr.

Virkelighed Matematik
Matemati-

Hvor hej er sering

Spgrgsmal |en2ar [=———s=={ Bestemf{2)
gammel hest?

l 5 Matematisk analyse
En 2 ar Fortolkning
Svar gammel hest [===C—= [{2)=110
er 110 cm haj.
(11.3,1180)

kg., fas den starst mulige omsatning pa 1180 mio. kr.

Eksempel 10.3

I en model beskrives udviklingen i antal
smittede f(x) under en bestemt epidemi som
funktion af tiden x (malt i antal uger efter

udbruddet), ved funktionen f(x) = 1+122;§_x.

Ved at analysere pa funktionen kan vi se
forskellige traek ved udviklingen. Eksempelvis
ser det klart ud som om, at antallet af smittede
vokser op til 1200, men der stopper.

4,11, .. 25
1500 | v
y=1200 g
y=76.02x+469.7
P (4.858,600)
R X
-2 1 18

Det ses ogsa at tangenten til grafen for f med raringspunkt P(8,f(8)) har heldning f'(8) = 76,0.

Det betyder at preecis 8 uger efter epidemiens udbrud vokser antallet af smittede med 76 personer

pr. uge. Bemark at enheden pa vaeksthastigheden altid er ”enhed pa y pr. enhed pé x”.

Endeligt ses der at veere et vendepunkt ved x = 4,86. For dette er grafen konveks (voksende
vaeksthastighed) og efter er den konkav (aftagende veaeksthastighed). Vaksthastigheden er altsa
starst efter ca. 4,9 uger, nar der er 600 smittede (halvdelen af den slutveerdi der vokses op imod).
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Kinematiske modeller

En serlig vigtig type matematisk model, er modeller
der beskriver bevaegelse af et punkt. En sadan
bevagelse kan beskrives ved en stedfunktion s(t),
hvor s angiver positionen af et punkt P pa en talakse,
repraesenteret ved andenaksen, til tidspunktet ¢,
repraesenteret ved farsteaksen.

T A\
Pa figuren er dette illustreret ved et punkt der fra tiden t = 0 og frem til ¢ = 2 beveeger sig opad

lands andenaksen, mens det fra t = 2 og frem bevager sig nedad (i det det for t = 4,3 rammer
farsteaksen, hvor bevagelsen maske stopper). Veardierne pa andenaksen (som ikke kan ses her),
angiver positionen i forhold til y = 0. Bevagelen behgver ikke vaere lodret op/ned. Det eneste krav
til den er, at den foregar via en ret linje. Bemark at fortegnet pa s(t) angiver pa hvilken side af

y = 0 punktet befinder sig, mens den numeriske veerdi |s(t)| angiver afstanden til y = 0.

Den afledede funktion s’ (t) vil vi kalde hastighedsfunktionen, fordi den angiver hastigheden af
punktet til tidspunktet ¢t. Vi vil ogsa betegne denne v(t) = s'(t) (hvor v kommer af det engelske
ord for hastighed: velocity). Hastigheden svarer altsa til tangenthaldningen pa grafen, og det ses at
hastighed har fortegn, afhaengigt af om y-verdierne vokser eller aftager. En hastighed er altsa ikke
bare en starrelse, men ogsa en retning. Den numeriske vardi af hastigheden, |v(t)|, kalder vi for
punktets fart. Farten er altsa sterrelsen pa hastigheden, men indeholder ikke information om
retningen pa bevaegelsen.

Endeligt vil vi kalde s" (t) for accelerationsfunktionen, fordi den angiver &ndringen i hastigheden
til tidspunktet ¢t. En bil der “accelererer” er netop kendetegnet ved, at dens fart vokser, mens en
aftagende fart i hverdagssprog ofte kaldes “deceleration”. Her taler vi dog kun om acceleration, som
til gengeeld har et fortegn. Vi vil ogsa betegne accelerationsfunktionen med a(t) = v'(t) = s"(¢t).

Eksempel 10.3
Et punkt P beveeger sig som beskrevet ved stedfunktionen s(t) = t3 —9t2 + 15-¢t, t > 0.

Det ses at til tidspunktet t = 3 er P’s position s(3) = —9, mens det for t = 8 er s(8) = 56.

Det ses ogsa at til tidspunktet ¢ = 3 er hastigheden v(3) = s'(3) = —12, mens farten er |v(3)| =
|—12| = 12. Endeligt ses, at til tidspunktet t = 4 er accelerationen a(4) = s''(4) = 6.

De stationaere punkter bestemmes ved at lgse s'(t) = 0til t = 1 og t = 5, og det kan afgares at
deres art er hhv. lokalt maksimum og lokalt minimum. Det ses altsa at punktet P skifter retning i sin
beveaegelse disse to steder.
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11. Regning med funktioner

Vi kan regne med funktioner pa samme made, som vi kan regne med tal. Det er altsd muligt at
anvende de fire almindelige regnearter pa funktioner, samt regnearter der knytter sig specifikt til
funktioner.

Almindelige regning med funktioner

Lad f(x) veere givet som summen af funktionerne g(x) og h(x).
Det vil sige: f(x) = g(x) + h(x)

Hvis der geelder g(a) = b og h(a) = c,sder f(a) =b +c.

Pa samme made defineres differens mellem funktioner: f(x) = g(x) — h(x)
Multiplikation af funktioner: f(x) = g(x) - h(x)

e

Division af funktioner, nar h(x) # 0: f(x) = )

I almindelighed kan forskriften for f bestemmes, ved almindelig bogstavregning.

Eksempel 11.1

Lad g(x) = x2 + 509 h(x) = 5x — 2, samt f(x) = g(x) + h(x).

Da g(6) = 41 og h(6) = 28, fas at £(6) = g(6) + h(6) = 41 + 28 = 69

Forskriften for f bestemmes: f(x) = (x2+5)+ (5x—2) =x?+ 5+5x—2=x%+5x+3
Herefter kan udregnes: f(6) =62 +5-6+3 =36 + 30+ 3 = 69.

Eksempel 11.2

Lad g(x) = 4x? + 509 h(x) = 3x? — 5x, samt f(x) = g(x) — h(x)
Da g(2) = 210g h(2) = 2, fasat f(2) = g(2) —h(2) =21 -2 =19
Forskriften for f bestemmes:

f(x) = (4x?> +5)— (3x* —5x) =4x>+5—3x>+5x =x?+5x+ 5
Herefter kan udregnes: f(2) =22 +5-2+5=4+10+5=19

Eksempel 11.3

Lad g(x) = x* + 4 0g h(x) = 2x — 5, samt f(x) = g(x) - h(x)

Da g(1) =509 h(1) = =3 fds f(1) = g(1) - h(1) =5 - (=3) = —15

Forskriften for f bestemmes: f(x) = (x? + 4)(2x — 5) = 2x3 — 5x% + 8x — 20
Herefter kan udregnes: f(1) =2-13-5-12+8-1-20=2-5+8—-20 = —15

28



Sammenseatning af funktioner
Lad g(x) veere en funktion med veerdimangden Vm(g) og h(x) vere en funktion med
definitionsmangden Dm(h).

Hvis Vm(g) er en delmeangden Dm(h), sa kan man sammensette de to funktioner til en ny
funktion f(x). Det vil sige:

f(x) = h(g(x)).

En funktionsverdi for f kan udregnes ved at indsette x-veerdien i g, og derpa dens funktionsverdi
g(x) i h. Funktionsveerdien af g(x) i h, bliver da til funktionsveerdien af x i f.

En forskrift for f kan fas, ved at indsette forskriften for g pa x’ets plads i forskriften for f, og
derpa bar man reducere det fremkomne udtryk mest muligt.

| f(x) = h(g(x)) vil vi kalde g(x) for den indre funktion og h(x) den ydre funktion.

Hvis Vm(h) ogsa er en delmangde af Dm(g), sa kan de to funktioner ogsa sammensattes omvendt,
med g som ydre funktion og h som indre funktion. Det vil sige: f(x) = g(h(x)).

I almindelighed vil der nasten altid galde at g(h(x)) ikke er det samme som h(g(x)).

Eksempel 11.4

Lad g(x) = 2* + 3 0g h(x) = 5x — 10, samt f(x) = g(h(x)).
£(3) kan da udregnes som g(h(3)):
h(3)=5:-3—-10=15-10=5
g(h(3)=g(5)=25+3=32+3=35

En forskrift for f kan ogsa bestemmes:
fG) =g(h(x)) =251 +3

Eksempel 11.5
Lad g(x) = x> + 3 0g h(x) = 3x — 3.

fix) =g(h(x)) =(Bx—3)2+3=9x2+32—-2-3-3x+3 =9x% — 18x + 12
fox) =h(g(x))=3-(x*+3)-3=3x>4+9-3=3x2+6

Her vises at f; (x) og f,(x) ikke har samme forskrift. Reekkefglge af sammensetning ger en forskel.
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Inversfunktion
Hvis f er en injektiv funktion med definitionsmangde Dm(f) og veerdimeaengde Vm(f), sa findes
der en inversfunktion til f, som ofte far navnet f~1(x).

Hvis der for f geelder at f (a) = b, sa vil der for inversfunktionen £~ gelde at f ~1(b) = a.
En inversfunktion returnerer altsa funktionsveerdierne i f, til den x-verdi de var funktionsverdi af.

Hvis punktet (a, b) ligger pa grafen for £, sa vil punktet (b, a) altsa ligge pa grafen for f~1. Dette
betyder at grafen for £~ vil fremsta som en spejling af grafen for f, gennem linjen y = x.

Herunder ses tre eksempler pa grafer for en injektiv funktion f, samt grafen for dens omvendte
funktion f~1. Det ses at de to grafer er spejlinger af hinanden i netop linjen y = x. Det ses at hvis
punktet (a, b) ligger pa grafen for £, ligger (b, a) pé grafen for f~1.

(ap) / v=x y=x

Sammenseettes £ og £~ fas: f(f71(x)) = x.
Endvidere geelder at f er inversfunktion til £~, s& der geelder ogsd: f~(f(x)) = x

En forskrift for £~ kan bestemmes ved at isolere x i udtrykket y = f(x). Det opndede udtryk
bliver da x = f~1(y). Herefter ombyttes blot x og y, s& inversfunktionen far formen y = f~1(x).

Eksempel 11.6

Funktionen f(x) = x? er ikke injektiv, derfor har f ikke en inversfunktion.
Hvis vi afgranser definitionsmangden, sa x > 0, sa bliver f dog injektiv.
Da har f inversfunktionen £~ (x) = vx

Seettes de sammen fas: f(f 1) (x) = \/EZ =x
Eller i omvendt reekkefolge: f=1(f(x)) = VaZ = x
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Eksempel 11.7
En funktion f har inversfunktionen f~1. Hvis f(3) = 7, saer f~1(7) = 3.

Eksempel 11.8
En funktion f er bestemt ved f(x) = x3 + 4.

Forskrift for f~1(x) bestemmes. Farst opskrives pa formen f(x) = y og x isoleres:
34+4=y
3 — y — 4

3

= y—4

R R OR

Derpa ombyttes x og y og forskriften opskrives:

fr) =Vx—4

Eksempel 11.9

En funktion er bestemt ved f(x) = 4x + 1. Det oplyses at g(x) er inversfunktion til f. For at tegne
grafen for f og g, tegnes farst grafen for f som linjen gennem (0,1), med haldning 4. Det ses
endvidere at ogsa punktet (1,5) ligger pa grafen for f. Heraf vides, at pa grafen for g ma punkterne

(1,0) og (5,1) ligge. Disse to punkter indtegnes, og grafen for g tegnes som den rette linje gennem

b

disse to punkter. Det kan vises generelt, at for f(x) = a-x + b fas f~1(x) = % X =

Ty

f(x)=4° x+1 (1’5) =

(0,1) (5,1)

- (10)
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12. Afledet funktion uden CAS-varktgj

Hidtil har det veeret overladt til et CAS-veerktej at bestemme afledede funktioner ud fra en forskrift.
| dette kapitel vil det blive praesenteret hvordan man bestemmer afledede funktioner ud fra en
forskrift, uden at et CAS-veerktgj.

Den grundleeggende metode handler om at have to ting ved handen. Dels en rekke standardresulta-
ter med afledede funktioner til simple funktioner. Dels en raeekke regneregler for hvordan man
kombinerer de simple resultater i mere komplicerede situationer. Dette kalder vi differentialregning.

En vigtig del af den matematiske teori bag differentialregning er beviserne bag for de simple
afledede funktioner, dels beviserne for regnereglerne. Disse beviser er ikke en del af denne note.

Standardresultater: Simple funktioners afledede
| falgende tabel er samlet en raekke af simple funktioner og deres afledet funktion.

f(x) f'(x) f(x) f'(x)
1
c 0 —
Vx e
X 1 a* In(a) - a*
x? 2x e* e~
x@ a- xa—l ek-x k- e,k-x
1 1
Z -= In(x) -, x>0
X x X

Eksempel 12.1
For funktionen f(x) = x® fas den afledede funktion f'(x) = 6-x®"1 =6- x5

Eksempel 12.2
For funktionen f(x) = x~32 fas den afledede funktion f'(x) = —3,2 - x™3271 = —3,2 . x %2

Eksempel 12.3
For funktionen f(x) = 4* fas den afledede funktion f'(x) = In(4) - 4*.

Eksempel 12.4
For funktionen f(x) = e%®>* fas den afledede funktion f’(x) = 0,85 - e%85%
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Simple regneregler: Konstantreglen og sumreglen

De to simple regneregler vi vil treekke pa forholder sig til hvad man ger nar en funktion har form
som en anden funktion (f.eks. en simpel standardfunktion) er ganget med et vilkarligt tal k, samt
hvis en funktion har funktion som en sum eller differens mellem to funktioner.

Konstantreglen:

Hvis g er en differentiabel funktion og funktionen f er bestemt pa formen f(x) = k - g(x), sder f
ogsa differentiabel, med den tilhgrende afledede funktion f’ bestemt ved f'(x) = k - g’ (x).

Sumreglen:

Hvis g og h er differentiable funktioner og funktionen f er bestemt ved f(x) = g(x) + h(x), sa er
f ogsa differentiabel, med den tilhgrende afledede funktion £’ bestemt ved f'(x) = g'(x) + h'(x).

Eksempel 12.5
For en funktion f(x) = 3 - x> ses at den har formen f(x) = k - g(x), med k = 3 0g g(x) = x°. Da
vi fra standardresultaterne ved at g'(x) = 5x* fas altsa: f'(x) = k- g'(x) = 3 - 5x* = 15x*.

Eksempel 12.6

For en funktion f(x) = x3 + x?2 ses at den har formen f(x) = g(x) + h(x) med g(x) = x3 og
h(x) = x2. Fra standardresultaterne vides at g’ (x) = 3x? og h'(x) = 2x. Heraf falger at den
afledede funktioner f'(x) = g'(x) + h'(x) = 3x% + 2x.

Eksempel 12.7
For en funktion f(x) = 6 - vx ses at den har formen f(x) = k - g(x), med k = 6 og g(x) = Vx.

Fra standardresultaterne vides at g’ (x) = % Deraf fas: f'(x) =k-g'(x) =6 - % = %

Eksempel 12.8

For en funktion f(x) = 5-x — 7 - x* ses at den har formen f(x) = g(x) — h(x), med g(x) = 5x
og h(x) = 7x*. Det ses at g o0 er pa formen g(x) = k - x og tilsvarende for h(x). Saledes fas med
konstantregel og standardresultater at g'(x) =5-1 =5o0g h'(x) = 7 - 4x3 = 28x3. Dermed er det
bestemt at f(x) = g'(x) — h'(x) =5 — 28x3.

Eksempel 12.9
For f(x) =2x3 —5x2+7x+10fds f'(x) =2-3x>—-5-2x+7-14+0=6x%—10x + 7.
Bemaeark at konstantleddet ”+10” ved differentiation forsvinder som et ”+0” 1 den afledede funktion.

Det gaelder generelt for alle funktioner, at et konstantled “forsvinder” ved differentiation.
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Produktreglen

Udover to simple regneregler, findes ogsa to mere avancerede regneregler. Den farste af disse er
produktreglen. Det er vigtigt at forsta, at den intuitive idé man far fra sumreglen, at der til funk-
tionen g(x) - h(x) ma hare den afledede funktion g'(x) - h'(x), ikke er korrekt. | stedet geelder:

Produktreglen

Hvis g og h er differentiable funktioner, og f er en funktion pa formen f(x) = g(x) - h(x), sa vil
dens afledede funktion veere bestemt som f'(x) = g'(x) - h(x) + g(x) - h'(x).

Med ord: Den afledede funktion til et produkt bestemmes som den ene funktion differentieret gange
den anden udifferentieret, plus den ene udifferentieret gangen den anden differentieret.

Eksempel 12.10

En funktion f er bestemt ved f(x) = x3 - In(x). Det ses at f har formen f(x) = g(x) - h(x) med
1
;.

g(x) = x3 0og h(x) = In(x). Fra standardresultaterne fas g'(x) = 3x? og h'(x) =

Med produktreglen opstilles nu:

f'x)=9g"(x) - h(x) + g(x) - h'(x)
1
=3x% In(x) +x3 - =
x
= 3x2 - In(x) + x?
=x2-(3-In(x)+1)

Eksempel 12.11
En funktion f er bestemt ved f(x) = 2 - /x - e*. det ses at £ har formen f(x) = g(x) - h(x) med

g(x) = 2 -v/x og h(x) = e*. Heraf falger g’ (x) = 2 % = \/i}og h'(x) = e*.

Med produktreglen fas:

f1O)=g'(0) - h(x) + g(x) - W' (x) = - ¥ + 2Vx - e* = ¥ - Vx - (3 +2)

Eksempel 12.12

En funktion f er bestemt ved f(x) = 3;—x Det ses at f kan omskrives til f(x) = 3* &har formen

F(x) = g(x) - h(x) med g(x) = 3% og h(x) = i Heraf fis g’ (x) = In(3) - 3% og k' (x) = —xiz.

Med produktreglen fas: f'(x) = In(3) - 3¥ -i+ 3% ;—21 =< (ln(3) — %) = 9372 (In(3)-x—-1)

X
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Kadereglen - differentiation af sammensat funktion

Den anden avancerede regneregler handler om at differentiere sammensatte funktioner (se kapitel
11). Det centrale i keedereglen er at fa skilt funktionen f(x) = g(h(x)) ad i den indre funktion
h(x) og den ydre funktion g(x). Keedereglen lyder da:

Keadereglen

Hvis g og h er differentiable funktioner, og Vm(h) < Dm(g), da vil funktionen f (x) = g(h(x))
have den afledede funktion f'(x) = h'(x) - g'(h(x)).

Med ord: Den afledede til en sammensat funktion er den indre differentieret gange med den ydre
differentieret med hensyn til den indre.

Eksempel 12.13
En funktion f er bestemt ved f(x) = e**~7. Det ses at f har formen f(x) = g(h(x)), med indre
funktion h(x) = 4x — 7 og ydre funktion g(x) = e*. Heraf fas h'(x) = 4 og g’ (x) = €*.

Med kaedereglen fas: f'(x) = h'(x) - g'(h(x)) = 4 - e**77.

Eksempel 12.14

En funktion f er bestemt ved f(x) = In(x? + 3). Det ses at f har formen f(x) = g(h(x)), med

den indre funktion h(x) = x? + 3 og den ydre funktion g(x) = In(x). Detses at g’(x) = iog

h'(x) = 2x. Dermed fas med kadereglen:

1 2
PO =K@ g () =2r =t

Eksempel 12.15

En funktion f er bestemt ved f(x) = (3x — 10)°. Det ses at f har formen f(x) = g(h(x)), med
den indre funktion h(x) = 3x — 10 og den ydre funktion g(x) = x°. Dermed fas at g'(x) = 3 og
h'(x) = 9x8. Med kadereglen fas da:

f'(x)=h(x) g'(h(x)) =3-9(3x —10)® = 27 - (3x — 10)°®.

Eksempel 12.16
En funktion f er bestemt ved vx* — 2x + 4. For den indre funktion g(x) = x* — 2x + 4 fés
g'(x) = 4x3 — 2 og for den ydre funktion g(x) = vx fas g'(x) = ﬁ; Dermed fas:

4x3 -2 2-(2x3-1) 2x3 —1

1
Vit —2x+4 2-Vxt—-2x+4 2-Vx*—2x+4 Vx*-2x+4

f'(x) = (4x3—2)'2

35




Anden-afledet funktion uden CAS-verktgj

Anden-afledet funktion bestemmes uden CAS-veerktgj pa samme made afledet funktion, ved at
bruge samme standardresultater og regneregler pa f’, som i farste omgang blev anvendt pa f for at
bestemme f'. Der er ingen sarlige regler for bestemmelse af anden-afledede funktioner. Vi taler
saledes om at f”" bestemmes ved at differentiere f to gange.

Eksempel 12.17

En funktion f er bestemt ved f(x) = x* + 2x3 — 5x2 + 8x — 10.
Ved differentiationsreglerne fas: f'(x) = 4x3 + 6x* — 10x + 8
Ved brug af samme regler fas: f”(x) = 12x? + 12x — 10

Ogsa tredje-afledet kan bestemmes: f'"'(x) = 24x + 12

Og fjerde-afledet: f ¥ (x) = 24

Endelig ses det at for n > 5 er f™(x) = 0.

Eksempel 12.18
En funktion f er bestemt ved f(x) = 10 - In(x).

Ved differentiationsreglerne fas: f'(x) = 10 - i =—

Ved brug af samme regler fas: £ (x) = 10 - ;—21 =—=

Eksempel 12.19
En funktion f er bestemt ved f(x) = (x? + 10) - e*

Med produktreglen fas: f'(x) = 2x - e* + (x? + 10) - e* = (x2 + 2x + 10) - e*
Med produktreglen igen fas: f"(x) = (2x + 2) - €* + (x2 + 2x + 10) - * = (x% + 4x + 12) - &*

Eksempel 12.20

En funktion f er bestemt ved f(x) = ex’-4x+2
Med kadereglen fs: f'(x) = (3x2 — 4) - e¥° ~4x+2

Med produkt- og kaedereglen fas:
F7(x) = 6x - €X' 42 4 (3x2 — 4) - (3x% — 4) - €X' 2 = (6x + (3x2 — 4)2) - ¥ X +2

Bemark hvordan det udnyttes i produktreglen, at e**~4x+2 3llerede er blevet bestemt.
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Lasning af problemer uden CAS-verktgj
De forskellige typer af problemer som tidligere er blevet lgst med CAS-veerktajer, kan nu lgses
uden brug af veerktgjer, men alene ved manuelle beregninger.

Eksempel 12.21
En funktion f er bestemt ved f(x) = x? + 3x — 7. For at bestemme ligningen for tangenten til
grafen for f, med reringspunktet P(2,f(2)), bruges formlen for tangentens ligning

y = f'(x0)(x — x0) + f (x0) med xo = 2.

y=f'(2)-(x—2)+1(2)

f'(x) =2x+3

fl(2)=2-2+43=4+3=7
f(2)=2243-2-7=446-7=10—7=3
y=7x—-2)+3=7x—-14+3=7x—-11

Eksempel 12.22

En funktion f er bestemt ved f(x) = §x3 — 2x2 + 3x + 2. For at bestemme monotoniforholdene

bestemmes den afledede funktion: f'(x) = % 3x2—-2-2x+3-1-0=x*>—4x+3

Eventuelle stationzre punkter bestemmes ved at lgse f'(x) = 0:
x% — 4x + 3 = 0 er en andengradsligning med koefficienternea = 1, b = —4 0g ¢ = 3.
Diskriminanten bestemmes: d = b?> —4ac = (—4)*—4-1-3=16—-12=4

-b+Vd _ -(-9)+V4 _ 42 241
2a 2-1 2

Da d > 0 er der to lgsninger: x =

Lesningen pa ligningen er dermed x = 1 eller x = 3.
Arten af de stationare punkter bestemmes med f"': f"'(x) = 2x — 4

fr)=2-1-4=2-4=-2
f'3)=2-3-4=6-4=2

Daf'(1) =00g f"(1) < 0 har f et lokalt maksimum i x = 1.
Daf'(3) =00g f"(3) > 0 har f et lokalt minimum i x = 3.

Monotoniforholdene for f: Voksende for x €] — o0; 1] 0og x € [3; oo[ og aftagende for x € [1; 3].

Ved at lgse f"(x) = 0: 2x — 4 = 0 med lgsningen x = 2 ses det, at f har vendepunkt i x = 2 (i det
det bemarkes ud fra funktionsvardier for '’ bestemt ovenfor, at denne skifter fortegn i x = 2).

Krumningsforhold for f: Konkav for x €] — oo; 2] og konveks for x € [2; oo.
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13. Oversigt over centrale begreber i funktionsanalyse

Nulpunkt og fortegnsvariation
Nulpunkter: Lags f(x) =0
For f(x) > 0 er f positiv.

For f(x) < 0 er f negativ.

Ekstremumspunkt og monotoniforhold
Mulige ekstremumspunkter: Las f'(x) = 0
For f'(x) > 0 er f voksende.

For f'(x) < 0 er f aftagende.

Vendepunkt og krumningsforhold
Mulige vendepunkter: Lgs f"'(x) = 0
For f"(x) > 0 er f konveks.

For f"(x) < 0 er f konkav.

Stationaere punkter og deres art:
Stationaere punkter: Lgs f'(x) = 0

For f""(x) > 0: f har lokalt minimum.
For f""(x) < 0: f har lokalt maksimum.

For f""(x) = 0: f har saddelpunkt, hvis f"
skifter fortegn. Ellers er arten ubestemt.

Positiv e v
Negatiy wem

y Voksende
Aftagende
!/\\\‘/ X
\ | /
Ekstremumspunkda
A
V' Konveks
Konkay  —
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X,
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