Note: Statistik og kombinatorik

Population og stikprave

En population af er en stor meengde af individer. Det kan veere mennesker, dyr, planter, ting eller
mere abstrakte genstande. Populationen er dog almindeligvis for stor til, at vi kan undersgge alle
individer i den. Ofte interesserer vis os for den andel af populationens individer, som har en bestemt
egenskab. Vi kalder andelen for populationsandelen p.

For at bestemme populationsandelen udtager vi n individer pa en tilfeldig made. De udtagne
individer kalder vi for en stikprgve. Andelen af individer som har egenskaben vi undersgger for,
kaldes for stikprgveandelen p.

Konfidensinterval

Statistisk set kan vi ikke forvente at p = p. Omvendt kan vi godt forvente, at afvigelsen mellem p
og p ikke er alt for stor. Afvigelsen kaldes den statistiske usikkerhed s.

Hvis stikprevens stgrrelse er n og den malte stikpraveandel 7, sa vil usikkerheden veere givet ved

s=k- /@. Her er k et tal der angiver konfidensniveauet, det vil sige hvor sikre vi er pa at den

faktiske veerdi af p ligger hgjest s fra p. Hvis sandsynligheden skal veere ca. 95%, velges k = 2.

P& et 95% konfidensniveau bliver den statistiske usikkerhed altsa til:

For k = 1 fas et konfidensniveau pa ca. 68% og for k = 3 fas et niveau pa 99,7%.

Vi kan saledes opstille et 95% konfideninterval, som er et interval af andele som den rigtige
populationsandel p med 95% sikkerhed ligger i:

5-(1 =5 5.(1—5
p—s;p+s]l=[p—2- M;ﬁ_*_z. p-A-p)
n n



Kombinatorik

Seetning:
Antallet af kombinationer vi kan lave af r elementer valgt blandt n elementer er:

n!
K(nr) = rl-(n—r)!

Bevis:
Hvis vi har n elementer, kan disse settes i reekkefalge pa n! mader.

Dette folger af at vi pa forste plads har n muligheder, pa naste n — 1, pa naste n — 2, og sa videre,
indtil vi pa neestsidste plads har 2 muligheder og pa sidste plads kun 1. Med bade-og-princippet fas:

n-n—-1)-n—-2)-..-2-1=n!

Hvis vi kun skal lave reekkefglger af r elementer valgt blandt de n, vil vi have n muligheder pa
farste plads, n — 1 pa neeste plads, n — 2 pa tredje plads, osv. ned til plads n — (r + 1). Med bade-
og-princippet bliver dette til:

n-(n—l)-(n—2)-...-(n—(r+1))=
n-(n—l)-(n—Z)-...-(n—(r+1))-(n—r)-(n—r—1)-...-2-1_
n-rn-n-r—-1)-..-2-1

n!

(n—r)!

Antal reekkefalger (permutationer) af r elmenter valgt blandt n elementer kan altsa bestemmes som:

n!

(n—r)!

P(n,r) =

For r specifikke elementer valgt blandt n geelder, at de kan sattes i ! reekkefalger. Antallet af
mulige kombinationer af  elemneter valgt blandt n elementer kan saledes bestemmes som:

Antal reekkefglger af r valgt blandtn  P(n,7) 1 n! 1 n!

P(n'r)'ﬁz(n—r)!'ﬁz(n—r)br!

Antal reekkefglger af r elementer 7!

Dermed er det vist, at antallet af kombinationer at r elementer valgt blandt n er:

n!
Knr) = (n=7r)-7r!



Lineeer regression
Antag at vi har en serie observerede sammenhgrende data: (x1,y1), (X2, ¥2),...,(%n Yn)-

P4 tabelform kan det skrives:

X1 | Xg | o | Xp

Y | V1| Y | Yn

Vi kalder disse data for “observerede verdier”. Sarligt interesseret er vi i de observerede y-vardier.
Derudover har vi en lineer model der sgger at beskrive hvordan y afhaenger af x:

f(x)=a-x+b
For hver observeret x-veardi fremkommer da en modelvardi for y (ogsa kaldet forventet vaerdi):

f(x1)'f(x2): rf(xn)

Vi interesserer os nu for forskellen mellem den observerede y-verdi og den forventede model-
veerdi for y. Forskellen kalder vi for residualet og beregner som:

=y — f(x)
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Grafisk svarer residualet til den lodrette
afstand fra det observerede punkt til den linje 167
der er graf for modellen.
Der regnes dog med fortegn. 124
Hvis punktet ligger over linjen, er residualet
positivt.
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Hvis punktet ligger under linjen, er residualet
negativt.
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Nar man skal vurdere hvor en ret linje er til at beskrive punkterne, ser man pa summen af de
kvadrerede residualer:

S=rf+rf+-1nt

Grafisk set svarer denne sum til det samlede areal af de kvadrater man kan lave ud fra afstandene
mellem punkt og linje. Her er tre eksempler, hvor det forste er den "’bedste rette linje” - det vil sige
den linje som har den mindst mulige veerdi af S.
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For at vurdere hvor god en bedste rette linje er, regnes op | Sum af kvadmater d

gennemsnittet af de observerede y-vardier ud:

YitYst -ty
n

_')7:

Derpa findes residualkvadratsummen T for linjen: y = y

Symbolet y udtales ”y-streg”. Dette giver:

.7
T=01=9+@=9N+ -+ n—¥)? +
Denne linje repraesenterer den antagelse, at y-veerdierne er
helt uafhaengige af x-vardierne. S S T S S

Vi vurderer derfor de to kvadratsummer i forhold til hinanden:

37,2857

= 0,7364
141,429

Eksemplet her giver: r2 = 1



Perfekt sammenhang

Hvis alle punkter ligger pa den bedste rette linje, fas y; = f(x;) for alle punkter.
Dermed fas residualerne til r; = y; — f(x;) = 0 for alle punkter.
Dermedfas S =rZ +1rf + -+ 12 =02+ 0% +--+ 0% = 0.

Dermed fas: r2 = 1—;= 1--=1-0=1

Hvis alle punkter ligger pa “bedste rette linje”, vil man altsi fi r? = 1.

Vi siger at der er en perfekt sammenhang mellem x og y.

Ingen sammenhang

Hvis y-veerdierne er helt uafhaengige af x-vardierne, vil variationen i y-veerdier vare helt
uafhaengig af x-veerdierne. Det betyder at y-veerdierne vil vere tilfeldigt fordelt rundt om linjen
y =y, som dermed bliver bedste rette linje.

Da S er residual-kvadrat-summen for bedste rette linje og T er residual-kvadrat-summen for
gennemsnitslinjen y = ¥, vil der geelde S = T hvis y = ¥ er den bedste rette linje. Dermed fas:

2-1-2-1--=1-1=0
r T T

For den fuldsteendige mangel pa sammenhang geelder altsa 72 = 0.



