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Definition: 

Standardnormalfordelingens tæthedsfunktioner er bestemt ved: 

𝜙(𝑥) =
1

√2𝜋
· e−

1
2

𝑥2

 

Sætning 1: Monotoniforhold for tæthedsfunktionen 

Det gælder om 𝜙(𝑥) at den er voksende for 𝑥 ∈] − ∞; 0]  og aftagende for 𝑥 ∈ [0; ∞[. 

Bevis: 

Med kædereglen ses: (e−
1

2
𝑥2

)
′

= −
1

2
· 2𝑥 · e−

1

2
𝑥2

= −𝑥 · e−
1

2
𝑥2

 

Dermed fås: 

𝜙′(𝑥) =
−1

√2𝜋
· 𝑥 · e−

1
2

𝑥2

 

De stationære punkter for 𝜙 bestemmes: 

𝜙′(𝑥) = 0 

−1

√2𝜋
· 𝑥 · e−

1
2

𝑥2

= 0 

Med kædereglen fås da følgende løsning, da e−
1

2
𝑥2

> 0 for alle 𝑥. 

𝑥 = 0 

Da −
1

√2𝜋
< 0 og e−

1

2
𝑥2

> 0 for alle værdier af 𝑥, afgøres fortegnet for 𝜙′ alene af fortegnet for 𝑥. 

For 𝑥 < 0 fås således 𝜙′(𝑥) > 0 og 𝑥 > 0 fås 𝜙′(𝑥) < 0  

Således følger det at 𝜙 er voksende for 𝑥 < 0 og aftagende for 𝑥 > 0. 

QED  



Sætning 2: Krumningsforhold for tæthedsfunktion 

Om 𝜙(𝑥) gælder, at den er konveks for 𝑥 ∈] − ∞; −1]  og 𝑥 ∈ [1; ∞[  samt konkav for 𝑥 ∈ [−1; 1]. 

Bevis: 

Med produktreglen ses: 

(e−
1
2

·𝑥2

)
′′

= (−𝑥 · e
−

1
2

𝑥2

)
′

= (−𝑥)′ · e−
1
2

𝑥2

+ (−𝑥) · (e−
1
2

𝑥2

)
′

= −1 · e−
1
2

𝑥2

− 𝑥 · (−𝑥) · e−
1
2

𝑥2

= 

𝑥2 · e−
1
2

𝑥2

− 1 · e−
1
2

𝑥2

= (𝑥2 − 1) · e−
1
2

𝑥2

 

Dermed fås: 

𝜙′′(𝑥) =
1

√2𝜋
· (𝑥2 − 1) · e−

1
2

𝑥2

 

For at finde mulige vendepunkter løses ligningen 𝜙′′(𝑥) = 0: 

1

√2𝜋
· (𝑥2 − 1) · e−

1
2

𝑥2

= 0 

Med nulreglen fås, idet e−
1

2
𝑥2

> 0 for alle 𝑥: 

𝑥2 − 1 = 0 

𝑥2 = 1 

𝑥 = −1 eller 𝑥 = 1 

Da 
1

√2𝜋
> 0 og e−

1

2
𝑥2

> 0 for alle 𝑥, har 𝜙′′ samme fortegn som (𝑥2 − 1). 

For 𝑥2 > 1 er 𝑥2 − 1 > 0. Dette gælder når 𝑥 < −1 eller 𝑥 > 1. 

For 𝑥2 < 1 er 𝑥2 − 1 < 0. Dette gælder når −1 < 𝑥 < 1 

Da 𝜙′′(𝑥) > 0 for 𝑥 < −1 er 𝜙 konveks for 𝑥 ∈] − ∞; 1]. 

Da 𝜙′′(𝑥) < 0 for −1 < 𝑥 < 1 er 𝜙 konkav for 𝑥 ∈ [−1; 1]. 

Da 𝜙′′(𝑥) > 0 for 𝑥 > 1, er 𝜙 konveks for 𝑥 ∈ [1; ∞[ . 

QED 



Definition: Fordelingsfunktion 

Standardnormalfordelingens fordelingsfunktion er defineret ved: 

Φ(𝑥) = ∫ 𝜙(𝑥)
𝑥

−∞

𝑑𝑥 

Sætning 3: Monotoni- og krumningsforhold for 𝚽 

Φ er voksende på hele ℝ. 

Φ er konveks for 𝑥 < 0 og konkav for 𝑥 > 0. 

Bevis: 

Da Φ′(𝑥) = 𝜙(𝑥) og da  𝜙(𝑥) =
1

√2𝜋
· e−

1

2
𝑥2

> 0 for alle 𝑥,  så er Φ voksende for alle 𝑥. 

Da Φ′′(𝑥) = 𝜙′(𝑥), og da der jf. sætning 1, gælder at 𝜙′(𝑥) > 0 for 𝑥 < 0  og 𝜙′(𝑥) < 0 for  

𝑥 > 0, så er Φ konveks for 𝑥 < 0 og konkav for 𝑥 > 0. 

QED 

  



Indledende bemærkninger: 

Den normalfordelte stokastiske variabel 𝑋, med middelværdi 𝜇 og spredning 𝜎 gælder, at den har 

tæthedsfunktionen: 

𝑓(𝑥) =
1

√2𝜋 · 𝜎
· e−

1
2

·(
𝑥−𝜇

𝜎
)

2

 

Endvidere har den fordelingsfunktionen 

𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥)
𝑥

−∞

𝑑𝑥 

Standardnormalfordelingens har 𝜇 = 0 og 𝜎 = 1 hvilket netop giver: 

𝜙(𝑥) =
1

√2𝜋 · 1
· e−

1
2

·(
𝑥−0

1
)

2

=
1

√2𝜋
· e−

1
2

·𝑥2

 

Sætning 4: 

Det gælder at 𝐹(𝑥) = Φ (
𝑥−𝜇

𝜎
) 

Bevis 

Med kædereglen fås: 

(Φ (
𝑥 − 𝜇

𝜎
))

′

= (
𝑥 − 𝜇

𝜎
)

′

· Φ′ (
𝑥 − 𝜇

𝜎
) =

1

𝜎
· 𝜙 (

𝑥 − 𝜇

𝜎
) 

=
1

𝜎
·

1

√2𝜋
· e−

1
2

·(
𝑥−𝜇

𝜎
)

2

=
1

√2𝜋 · 𝜎
e−

1
2

·(
𝑥−𝜇

𝜎
)

2

= 𝑓(𝑥) 

Det er altså vist at Φ (
𝑥−𝜇

𝜎
)  er en stamfunktion til 𝑓. 

Da forskellen på to stamfunktioner til samme funktion højest er en konstant, må det således gælde 

at 𝐹(𝑥) − Φ (
𝑥−𝜇

𝜎
) = 𝑐. Derfor bestemmes 𝑐 i det det vides at 𝐹(𝜇) = 0,5 og Φ(0) = 0,5: 

𝐹(𝜇) − Φ (
𝜇 − 𝜇

𝜎
) = 𝐹(𝜇) − Φ(0) = 0,5 − 0,5 = 0 = 𝑐 

Da 𝑐 = 0 gælder det altså at Φ (
𝑥−𝜇

𝜎
) og 𝐹(𝑥) er den samme stamfunktion til 𝑓. 

Det gælder altså at Φ (
𝑥−𝜇

𝜎
) = 𝐹(𝑥). 


