NOTE: Standardnormalfordelingen
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Definition:
Standardnormalfordelingens teethedsfunktioner er bestemt ved:
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Seetning 1: Monotoniforhold for tethedsfunktionen
Det geelder om ¢(x) at den er voksende for x €] — o; 0] og aftagende for x € [0; oo.

Bevis:
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Med keedereglen ses: (e‘E"z) = —% 2x-e 2 =-—x-e 2

Dermed fas:

, -1 I
= " . 2
¢ Vor ¢

De stationare punkter for ¢p bestemmes:

¢'(x)=0
__1.x.e_%x2 =0
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Med kaedereglen fas da fglgende lgsning, da e2*" > 0 foralle x.
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Da — é <0oge 2 * > 0 for alle veerdier af x, afgares fortegnet for ¢’ alene af fortegnet for x.
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For x < 0 fas sdledes ¢p'(x) > 0 0gx > 0 fas ¢'(x) <0
Saledes falger det at ¢ er voksende for x < 0 og aftagende for x > 0.

QED



Seetning 2: Krumningsforhold for teethedsfunktion
Om ¢ (x) gealder, at den er konveks for x €] — o0; —1] og x € [1; o[ samt konkav for x € [—1;1].
Bevis:

Med produktreglen ses:
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Dermed fas:
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For at finde mulige vendepunkter lgses ligningen ¢ (x) = 0:
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Med nulreglen fas, idet e 2" > 0 foralle x:
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Da %ﬂ >00ge 2 *> 0foralle x, har ¢"" samme fortegn som (x2? — 1).

T
For x2 > 1 er x> — 1 > 0. Dette geelder nar x < —1 eller x > 1.
Forx? <1lerx?—1< 0. Dette geeldernar -1 <x < 1

Da ¢ (x) > 0 for x < —1 er ¢ konveks for x €] — oo; 1].
Da¢'(x) < 0for—1 < x < 1er¢ konkav for x € [-1; 1].

Da ¢"(x) > 0 for x > 1, er ¢ konveks for x € [1; oo .

QED



Definition: Fordelingsfunktion

Standardnormalfordelingens fordelingsfunktion er defineret ved:

d(x) =.f ¢ (x) dx

Setning 3: Monotoni- og krumningsforhold for ®
® er voksende pa hele R.
@ er konveks for x < 0 og konkav for x > 0.

Bevis:
1
Da®'(x) = ¢(x)ogda ¢p(x) = \/%_n e > 0foralle x, sa er @ voksende for alle x.

Da ®@"(x) = ¢'(x), og da der jf. seetning 1, geelder at ¢p'(x) > 0 for x < 0 og ¢'(x) < 0 for
x > 0, sa er ® konveks for x < 0 og konkav for x > 0.

QED



Indledende bemarkninger:

Den normalfordelte stokastiske variabel X, med middelveerdi u og spredning o geelder, at den har
teethedsfunktionen:
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f(x)—m.a e 2

Endvidere har den fordelingsfunktionen
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Standardnormalfordelingens har 4 = 0 og o = 1 hvilket netop giver:
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Seetning 4:

Det gelder at F(x) = & (%)

Bevis

Med kadereglen fas:

(2(54) = (5 o (54 =20 (54)
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Det er altsé vist at & (%) er en stamfunktion til f.

Da forskellen pa to stamfunktioner til samme funktion hgjest er en konstant, ma det saledes galde
at F(x) — @ (%) = ¢. Derfor bestemmes ¢ i det det vides at F (u) = 0,5 og ®(0) = 0,5:

F(u) _<p($) — F(u) —®(0) = 0,5—05=10=c

Da ¢ = 0 gelder det altsa at ® (%) 0g F(x) er den samme stamfunktion til f.

Det geelder alts at @ (%) = F(x).



