2.4 Lineer l.ordens differentialligning

Definition 2.4.1. Den lineere 1. ordens differentialligning er en differentiallig-

ning pa formen

v +alx)y = b(x) (2.4.1)

En lesning til denne er en differentiabel funktion y = f(x), som opfylder

£(x) + alx)f (%) = blx)
Lesninger til ligning 2.4.1 finder vi ved brug af folgende setning
Satning 2.4.1. (Panserformlen) Den fuldstendige lgsning til den lineere

1. ordens differentialligning
y’ +a(x)y = b(x)

er givet ved

y=flx)= ¢4 J- b(x)eA(x) dx + ce™4

hvor A(x) er en stamfunktion il a(x), og c€R.

Bevis
Da A(x) er en stamfunktion til a(x), er A(x) = a(x). Nu er funktionen eA() altid

positiv, sa vi far

v +a(x)y = b(x)

= y'eA(x) + a(x)yeA(x) = b(x)eAW

= y’eA(") + ya(x)eA(") = b(x)eA

o y’eA(") + y(eA(x))’ = b(x)e™) (differentiation af sammensat funktion)

o (peWY = b(x)eA™ (differentiation af produkt)

=3 yeA(x) = J b(x)eA(x) dx+c

& 9= e J b(x)eA™ dx + ce AW (ganger igennem med e A%))
Hermed er setningen bevist. O
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Eksempel 2.4.1
Vi vil lgse differentialligningen
Y +2xy = 4x
I denne differentialligning er a(x) = 2x og b(x) = 4x. Vi valger A(x) = x* som
stamfunktion til a(x).

Dermed er den fuldsteendige losning funktionerne
y=f(x)= e J- dxe® dx+ce™
=27 j 2xe® dx + ce™
x2

2 2 -
=27 e* +ce

2
=24ce™

som er defineret pa hele R.

Eksempel 2.4.2

Vi vil lgse differentialligningen
2
'+ Z.y=4x+3
yo+—y=dat
2

I denne differentialligning er a(x) = £ og b(x) = 4x + 3, og vi ma kreeve, at x = 0.

Vi veelger A(x) = 2In(]x|) som stamfunktion til a(x).

Dermed er den fuldstendige lesning funktionerne
y=f(x)= e—21n(|Xl)J‘(4x+ 3)621n(lx|) dx + ce~2n(ix))
_ ¢ln(l™) j(4x + 3)elnl5P) g 4 geln( )
1 2 1
= P f(é%x +3)|x|“dx+ CW

1
= 7J(4x+ 3)x? dx+c—15 , da |x|? = x?
x x

1, 4 4 1
p(x +X)+C;§

2 1
=X +X+C—2
X

Losningernes definitionsmeengde er |- co; 0[ eller ]0; c0].

 Dvelse 78, @velse 79, Dvelse 80, Dvelse 81, Pvelse 82
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25 Ligningerne v’ =ky og vy =b-ay
Ved brug af Panserformlen kan vi bevise

Seetning 2.5.1. Den fuldstendige lgsning til differentialligningen

7

y =ky
er funktionerne
y:f(x):cek", ceR xeR
Bevis
Ved at omforme differentialligningen
y =ky til y —ky=0

kan vi lose differentialligningen ved hjelp af Setning 2.4.1 med a(x) = —k og
b(x)=0.
Vi veelger A(x) = —kx 0g far

yp=flx)= ¢4 j b(x)eA(x) dx + ce™AW
=k~ J 0-ek*dx+ce = R
Altsa har vi fundet den fuldsteendige losning
y:f(x):cekx, ceR xeR
O

Lesningerne til ovenstaende differentialligning er de eksponentielle funktioner,
og vi ser ofte denne differentialligning optraede i modeller, hvor vi har uheemmet

vackst.

B pivelse 83, Ovelse 34

Setning 2.5.2. Den fuldstendige lgsning til differentialligningen
y=b—ay,a#0
er funktionerne

y:f(x):%+ce‘“", ceR, xelR
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Bevis

Ved at omforme differentialligningen
v=b-ay til y+ap=b
kan vi lese ligningen ved hjelp af Seetning 2.4.1.

Vi saetter A(x) = ax og far

y=f(x)=e™* J- be**dx + ce™™
= he™ j e dx +ce™™

—ax 1 -
=be™™ . —e" 4 g™
a

a. ax ax

b b
= e e p oo™ = Ly e
a a

Hermed har vi bestemt den fuldsteendige losning til

RIS

+ce™™, ceR xeR

y=f(x)=

I mange anvendelser era> 0 og b > 0.

1 dette tilfeelde vil e™* — 0 for x — oo, hvorfor

x :-ll+ce'“x—>g nar x — oo

De tilherende integralkurver har derfor linjen med ligningen y = % som vandret
asymptote.

Hvis ¢ > 0, vil f(x) aftage ned mod % (figur 2.5.1), mens f(x) vokser op mod %,
nar ¢ < 0 (figur 2.5.2).

Figur 2.5.1 Figur 2.5.2
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