Beviser i differentialregningen
KBJ, december 2024 2s Ma

Eksempler pa spergsmal til en mundtlig eksamen:

1. Redeger for emnet afledt funktion. Kom herunder ind pa beviset for at den afledte funktion

til funktionen f(x) = x2. Inddrag evt. temaopgave om differentialregning.

2. Redeger for emnet afledt funktion. Kom herunder ind pa beviset for den afledte funktion til

funktionen f(x) = ax + b Inddrag evt. temaopgave om differentialregning.

3. Redegor for emnet afledt funktion. Kom herunder ind pé beviset for at den afledte funktion

til funktionen f(x) = i Inddrag evt. temaopgave om differentialregning.

4. Redegor for emnet afledt funktion. Kom herunder ind pa beviset for den afledte funktion til

funktionen f(x) = v/x. Inddrag evt. temaopgave om differentialregning.

5. Redegor for emnet afledt funktion. Kom herunder ind pé beviset for konstant- og sumreglen
og udnyt disse til at bestemme den afledte funktion til andengradspolynomiet

f(x) = ax? + bx + c. Inddrag evt. temaopgave om differentialregning.

6. Redegor for emnet afledt funktion. Kom herunder ind pd beviset for tangentens ligning.
Inddrag evt. temaopgave om differentialregning.

7. Redegor for emnet monotoniforhold. Kom herunder ind pa beviset for monotoniforholdene
for andengradspolynomiet f(x) = ax? + bx + c. Inddrag evt. temaopgave om

differentialregning.



Satning 1: Differentialkvotient for x og c.
KBJ, december 2024 2s Ma

Saetning

Hvis f(x) = xsder f'(x) =1oghvis f(x) =csaer f'(x) =0
Bevis 1: f(x) = x

Trin 1

Ay fx+A0x)—f(x) x+Ax—x
Ax Ax B Ax

Trin 2

x+Ax—x _ A_x —1
Ax Ax

Trin 3

ForAx - 0

galder at

Ay 1 1 ,
_— e d =
Ax f')

Bevis 2: f(x) = ¢

Trin 1

Ay fx+A0x)—f(x) c—c
Ax Ax - Ax
Trin 2

c—c 0

Ax :E:O

Trin 3

For Ax — 0 galder ati—i’ =0 - 0=f"(x)



Seetning 2: Differentialkvotient for x*
KBJ, december 2024 2s Ma

Satning

Hvis f(x) = x?sder f'(x) = 2x

Bevis:
Trin 1

Ay flx+Ax)—f(x) (x+Ax)?—x?
Ax Ax B Ax

Trin 2

(x+Ax)* —x*  x®+Ax? +2xAx —x®  Ax?+2xAx  Ax®  2xAx

Ax Ax Ax Ax + Ax = Ax+2x

Trin 3
ForAx - 0
geelder at

A
ﬁ=Ax+2x - 0+4+2x =2x=f'"(x)



Seetning 3: Differentialkvotient for ax + b
KBJ, december 2024 2s Ma

Saetning

Hvis f(x) =ax+bsder f'(x) =a

Bevis:

Trin 1

Ay f(x+A0x)—f(x) a(x+Ax)+b—(ax+Db)
Ax Ax B Ax

Trin 2

a(x+Ax)+b—(ax+b) ax+abx+b—ax—b alx
Ax B Ax _Ax_a

Trin 3
ForAx - 0
galder at

Ay ,
_— e d =
A a a=f(x)



Seatning 4: Differentialkvotient for i

KBJ, december 2024

2s Ma

Sztning

1
x2

Hvis f(x) = %sé er f'(x) = —

Bevis:
Trin 1
1 1
By fO+A)—f(0) _¥TAx x
Ax Ax Ax
Trin 2
1 1 X __x+Ax x—x—Ax —Ax

x+ox _x_x(c+Ax) x(x+Ax)  x(x+Ax) _x(x+Ax) _  —Ax 1

Ax B Ax B Ax B Ax ~ x(x+Ax) Ax
_ Ax _ 1 _ 1
 x(x+Ax)Ax x(x+Ax)  x2+xAx
Trin 3
For Ax - 0
geelder at
Ay 1 1 1 ,
S |
Ax x?% + xAx x>+x-0 x? fe)



Satning 5: Differentialkvotient for x

KBJ, december 2024 2s Ma

Saetning
Hvis f(x) = Vxsaer f'(x) = ﬁ;
Bevis:

Trin 1

Ay flx+Ax)—f(x) Vx+Ax—+x
Ax Ax B Ax

Trin 2

\/x+Ax—\/§:(\/x+Ax—\/§)(\/x+Ax+\/§)_(\/x+Ax)2—(\/§)2

Ax Ax(Vx + Ax +Vx) B Ax(Vx + Ax +Vx)
x+Ax —x Ax 1

=Ax(\/x+Ax+\/§)=Ax(\/x+Ax+\/§)=\/x+Ax+\/§

Trin 3
For Ax - 0
geelder at

Ay 1 R 1 B 1 1
M VirmiivE  Vir0ivE vitvi 2w Y




Saetning 6: Konstantreglen
KBJ, december 2024 2s Ma

Saetning

Hvis f(x) =k -g(x)sder f'(x) =k - g'(x)

Bevis:

Trin 1

Ay fx+80x)—f(x) k-glx+Ax)—k-g(x)
Ax Ax B Ax

Trin 2

k-glx+Ax)—k-gx) k(glx+Ax)—gx)) _ . glx + Ax) — g(x)
Ax B Ax B Ax

Trin 3
For Ax - 0
geelder at

Ay g(x + Ax) — g(x)
Ax Ax

k-g'(x)=f'(x)



Szetning 7: Sumreglen
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Saetning

Hvis f(x) = g(x) + h(x) sder f'(x) = g'(x) + h'(x)

Bevis:

Trin 1

Ay  f(x+A4x)—f(x)  g(x+Ax) + h(x + Ax) — (g(x) + h(x))
Ax Ax B Ax

Trin 2

g(x + Ax) + h(x + Ax) — (g(x) + h(x)) _ g(x + Ax) + h(x + Ax) — g(x) — h(x)

Ax Ax
gx+Ax) —gx)+h(x+Ax) —h(x) g+Ax)—g(x) h(x+Ax)— h(x)
= e +
Ax Ax Ax

Trin 3
ForAx - 0

galder at

Ay glx+Ax) —glx) h(x+ Ax) — h(x)
Ax Ax + Ax

= g'()+ R () =f"(x)



Setning 8: Differentialkvotient for ax? + bx + ¢
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Saetning

Hvis f(x) = ax? + bx + cséer f'(x) = 2ax + b

Bevis:

Hvis funktionen er givet som f(x) = ax? + bx + ¢

S4 er differentialkvotienten givet som f'(x) = (ax? + bx + ¢)’

Med sumreglen (s@tning 7) kan dette omskrives:

f'(x) = (ax?® + bx + ¢)’ = (ax?)' + (bx)' + (¢)’

Med konstantreglen (setning 8) kan dette yderligere omskrives:

') =(ax?)' + bx)' + () =a- (x*)" +b- ()" + ()

Med differentialkvotienterne for x2, x og ¢ (s@tning 1, 2 og 3) fés nu:

ffx)=a-x®)"+b-(x)+()=a-2x+b-1+0=2ax+b



Saetning 9: Tangentens ligning
KBJ, december 2024 2s Ma

Saetning

Tangenten til grafen for funktionen f (x) med reringspunkt (xo, f (xo)) har ligningen

y = f'(x0)(x = xo) + £ (x0)

Bevis
En tangent er en ret linje med en ligning pa formen: y = ax + b
Pr. definition ved vi at tangenten til grafen for f(x) i punktet hvor x = x, har haldningen f'(x,).

Der galder altsd: a = f'(x,).

Det vides endvidere at tangenten skal g igennem punktet (x,¥) = (xo, f (x,)). Dette punkt

indsattes sammen med haldningen i tangentens ligning og b isoleres:

f(xo) = f'(x0) - xo+ b
b = f(xo) — f'(x0) - xo

Udtrykkene for a og b kan nu indsattes i den generelle ligning for en linje:
y=ax+b

y = f"(x0) - x + f(x0) — f'(x0) - xo

y = f"(x0) - x = f'(x0) - x0 + f(x0)

y = f'(x0)(x = x-0) + f(x0)



Seetning 10: Monotoniforhold for ax® + bx + ¢
KBJ, december 2024 2s Ma

Saetning

Monotoniforholdene for funktionen f(x) = ax? + bx + c er:
For a > 0: f er aftagende i | — oo; —%] og voksende i [—%; .

For a < 0: f er voksende i | — oo; —%] og aftagende i [—%; o[

Bevis

Forst bestemmes den afledte funktion f'(x):
f'x)=a-2x+b-1+0=2ax+b

De mulige toppunkter bestemmes ved at lgse ligningen f'(x) = 0:

2ax +b =0
2ax = —b
b

x=—%

. . . b
Der er altséa ét muligt toppunkt i punktet hvor x = — 2o

Fortegnene for f'(x) undersgges rundt om dette toppunkt.
Den afledte funktion er givet ved f'(x) = 2ax + b. Dette er en linezr funktion med healdning 2a.

Hvis a > 0 er f'(x) voksende. Den er altsa negativ til venstre for sit nulpunkt og positiv til hejre

for sit nulpunkt. Funktionen f er altsé aftagende i | — oo; — %] og voksende i [— % ; 00].

Hvis a < 0 er f'(x) aftagende. Den er altsa positiv til venstre for sit nulpunkt og negativ til hgjre

for sit nulpunkt. Funktionen f er altsd voksende 1 | — o0; — %] og aftagende i [— %; .



