NOTE: Normalfordeling
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Definition: Kontinuert stokastisk variabel

En kontinuert stokastisk variabel X beskrives ved en tethedsfunktion f, hvis det gelder at f(x) = 0

for x € R samt

f_o:of(x) dx = 1.

Da siges den stokastiske variabel X at have middelvaerdien:

,u=E(X)=j x - f(x)dx

Endvidere siges X at have variansen:
Var(O = [ - - £00) dx

Dermed bliver spredningen o = +/Var(X)

Definition: Standardnormalfordelingen

Teathedsfunktionen ¢ for en standardnormalfordeling kan bestemmes som en lesning til

differentialligningen:

Lasningen skal vaere positiv, dvs. ¢p(x) = 0, for at opfylde definitionen af en teethedsfunktion.



Satning 1: Standardnormalfordelingens taethedsfunktion

Standardnormalfordelingens taethedsfunktion er givet ved:

p(x) = e"%x

ﬁl

Bevis:

. . o e d
Med separationsmetoden bestemmes lgsningen til differentialligningen é = —Xx -y som:

[5ay = [ —xa
—dy = | —xdx
y}’

1 2
In|y| +¢; = —5Xx +c;

Da vi har kreevet y > 0 fas In|y| = In(y) og dermed:
1
In(y) = —Exz + c3

hVOI‘ C3 S CZ - Cl

hvor ¢ = e®3 > 0.

" . . 0 1,2
Konstanten ¢ bestemmes ud fra definition af teethedsfunktion, i det f_oo e 27 dx = V2m:

© 1 o 1
j c-e_ixzdx=c-f e dx=c-\2r =1

1
T
Dermed er det bestemt at:
EW
d(x) = \/——ﬂ e 2

Da der for alle x € R gaelder\/% > 0oge* > 0,er ¢p(x) =0 foralle x € R.

OED



Satning 2: Standardnormalfordelingens middelvardi

En standardnormalfordelt stokastisk variabel har middelveardi O.

Bevis:

a E(X)_f X ¢(x)dx—f X s e_%xzdx_\/_Tin‘foo(—x)-e_%'xzdx

1
Det ses, at den sammensatte funktion g(h(x)) = ¢2*" har indre h(x) = — %xz med h'(x) = —x

og ydre g(x) = e*, som har stamfunktion G (x) = e*.

Da integranden kan skrives pa formen g(h(x)) - h'(x) kan integralet skrives G(h(x)) +c.

1
Da G(h(x)) = e 2" fis altsd:

1
= lim (gim (e_fb2 —e 2% )
a——oo \b—>o
1
= lim <lim e 2"° _ im e 2% )
a——o0o0 \b—ooo b— o
= lim <O—e 2a2>
a——oo
1
= lim —e2%
a——oo
=0
Dermed fés altsa:
E(X) foo () dx = — jw( ) e 2 dx = ——-0=0
= = x-p(x)dx = —- —x)-e X=——-0=
# —o V2 J_w 2T

OED



Szetning 3

En standardnormalfordelt stokastisk variabel X har spredningen 1.

Bevis:
Var(X) = Lz(x —W? - p(x)dx = j_o:oxz cp(x)dx = \/%_n.f_o:oxz e T gy

Om bestemt partiel integration gelder, 1 det G er en stamfunktion til g:

b b
f F@) - g dx = [f() - GL — ] £ - () dx

1 1
Vi vaelger her f(x) = x og g(x) = x - e_?xz, séledes at f(x) - g(x) = x?2 - e 2

1.2

Heraf folger f'(x) = 1 0g G(x) = —e 2" .

Da lim x - e™* = 0 (eksponentialfunktion aftager "hurtigere" end lineer funktion vokser), fas:

X— 00
f x%-e 2% dx = [x . (—e_?x )] —j 1- (—e_?x )dx
a a a

1,1 b 41,
=—[x-e_7x] +] e 2¥ dx
a Ja
b

o 1 o 1 1 1
E ) . . 12 !
x%2.e2% dx = e 2% dx— lim (lim(b-e72° —a-e 2
— 00 — 00

a——o0o \b—>oo

1 1
=+/2m — lim (lim b-e 2" — lima- e_faz)

a——o0o0 \b—>oo b— o
1
=21 — lim (O—a-e_5a2>
a—>—oo
=V2n -0
=2
Dermed fas
1 *® 1 - 1
Var(X =—-f x2-e2¥ dx=—-V2n =1
&) V2 J_w V2

Og saledes kan vi slutte om spredningen:

o(X) = /Var(X) =V1=1
OED.



Saetning 4: Monotoniforhold for taethedsfunktionen

Standardnormalfordelingens tathedsfunktion er jf. s@tning 1 bestemt ved:

1 W
= —_— 2

Det geelder om ¢ (x) at den er voksende for x €] — o0; 0] og aftagende for x € [0; oo].

Bevis:
1 ! 1 1
Med kadereglen ses: (e_Exz) = —% 2x-e 7 =—x-e
Dermed fés:
-1 1.
') =—-x-€e2"

De stationare punkter for ¢p bestemmes:

1
Med nulreglen fas da folgende losning, da e 2" > 0 for alle x:

x=0

1
Da — \/% <0og e™2*" > 0 for alle veerdier af x, afgores fortegnet for ¢p’ alene af fortegnet for x.

For x < 0 fés saledes ¢'(x) > 0o0gx >0fas¢p'(x) <0

Séledes folger det at ¢ er voksende for x < 0 og aftagende for x > 0.

OED



Seetning 5: Krumningsforhold for taethedsfunktion
Om ¢ (x) geelder, at den er konveks for x €] — c0; —1] og x € [1; o[ samt konkav for x € [—1;1].
Bevis:

Med produktreglen ses:

!

_1,2\" _Lz2\ ) W W _1
<e2 ) =<—x-e 2") =(—x) -e2 +(—x)-(e2 )=—1-e2 —x-(-x)-e2" =

1. 1. 1.
x?-e2¥ —1-e2° =(x?-1)-e2

Dermed fas:

) = e (22— 1) - e
P == (P 1) e

For at finde mulige vendepunkter loses ligningen ¢''(x) = 0:

1 1
_.(xz_l).e_zxzzo

V2r

1
Med nulreglen fés, idet ez > 0 for alle x:
x2—1=0
x2=1
x=—lellerx =1

X

1
Da % >0o0ge 2 > 0 foralle x, har ¢'' samme fortegn som (x? — 1).

T
For x2 > 1 er x? — 1 > 0. Dette gaelder nir x < —1 eller x > 1.
For x? < 1erx?—1 < 0. Dette geldernir -1 < x < 1

Da ¢"'(x) > 0 for x < —1 er ¢ konveks for x €] — o0; 1].

Da ¢''(x) < 0 for —1 < x < 1 er ¢ konkav for x € [—1; 1].

Da ¢"'(x) > 0 for x > 1, er ¢p konveks for x € [1; oo] .

QED



Definition: Fordelingsfunktion

Standardnormalfordelingens fordelingsfunktion er defineret ved:

d(x) =] ¢(t)dt

Saetning 6: Monotoni- og krumningsforhold for ®
® er voksende pa hele R.

® er konveks for x < 0 og konkav for x > 0.

Bevis:

’ 1 _le o
Da ®'(x) = ¢p(x),0gda ¢p(x) = e’ > 0 for alle x, sd er ® voksende for alle x.

Da ®"(x) = ¢'(x), og da der jf. setning 1, geelder at ¢p'(x) > 0 forx < 0 og ¢'(x) < 0 for
x > 0, sd er ® konveks for x < 0 og konkav for x > 0.

OED



Indledende bemaerkninger om generel normalfordeling

Den normalfordelte stokastiske variabel X, med middelvardi u og spredning o gelder, at den har

teethedsfunktionen:
1 _1.(u)2
xX) = e 2\ o0
f(x) o

Endvidere har den fordelingsfunktionen

F(x) =f f(t)dt

Standardnormalfordelingens har u = 0 og o = 1 hvilket netop giver:

1 _1.(x;0)2 1 1.

= . 2\ 1 = —" 2
) Vor1 - 27
Satning 7:

N
Det geelder at F(x) —CD(T)
Bevis
Med keadereglen fas:

xX—U '_ X—u L xXx—u _1 X —U
(e(51) = (55 o (55 =50 (5
11 w1 Leewy
_0_ — e 2\ o _m.aez o _f(x)

Det er altsé vist at @ (x?T”) er en stamfunktion til f.

Da forskellen pé to stamfunktioner til samme funktion hgjest er en konstant, ma det saledes gelde

at F(x) — @ (x?T”) = c. Derfor bestemmes c i det det vides at F(u) = 0,5 og ®(0) = 0,5:

F(u) —cb(%) = F(u)—®(0)=05-05=0=c

Da c = 0 gelder det altsd at @ (%) og F(x) er den samme stamfunktion til f.

Det geelder altsa at @ (%) = F(x).



Satning 8:

Hvis der for en normalfordelt stokastisk variabel X~N( u, o) geelder, at P(X < xp) =pog
P(X < xq) = q, dvs. at p- og q-fraktilen for X er hhv. x, og x,,, da gelder at middelverdi og

spredning er givet ved:

_ (D_l(q) " Xp — (D_l(p) " Xgq
P-1(q) — 2~ (p)

0g
_ Xqg — Xp
P~ (q) — P (p)
hvor ®~1 er fraktilfunktionen for standardnormalfordelingen.

o

Bevis:

Hvis vi kalder fordelingsfunktionen for X for F, si ved vi altsa at

F(x,) =pogF(xs) =1

Heraf folger med satning 6 at:
Xp—H\ Xp—H\
o (%) =poeo () =p

Ved at bruge standardnormalfordelingens fraktilfunktion ®~1 pa begge sider fas:

07 (0(2)) = 0756 0p 0 (0(32)) = 07

Og da @~ 1(®(x)) = x fas:

Xp—H
o

= 07} (p) og L= = d7!(q)
I begge ligninger isoleres nu o

Xp—u=0'(p)-oc og xg—u=0(q) o

R S
o1y 08 o-1(q)



og de to udtryk sattes lig hinanden og u isoleres:

Xp—H  Xg—U
d1(p) P 1(q)

Xp B Xq M
o 1(p) @7(p) P Hq) P7(q)

Xp __Xg M H

o 1(p) g P(p) P(q)

Xp ~ Xq 1 B 1

o-1(p) c1>-1<q)‘“(cb-1(p> cb-l(q))
Xp  Xq

_ o 1(p) d(q)

H="7 1

o~ 1(p) @7 (q)
Breken pa hajreside forlenges nu med @ 1(p) - @7 1(q) og séledes opnas:

_ (D_l(q) “Xp — (D_l(p) " Xgq
o-1(q) — o7 (p)

Herefter sattes den fundne p-veardi ind i et af udtrykkene for o:

X — (D_l(q) “Xp — (D_l(p) " Xgq
P o~1(q) — P (p)
®~1(p)

X (@M@ -2 () 27U X% =27 (D)%
®~1(q) — d~(p) ®~1(q) — P~1(p)
®~1(p)

X @) — x, @71 (P) — 27 (g) x, + PTH(D) " xg
d~1(q) — d1(p)
®-1(p)

(D_l(p) "Xg — (D_l(p) " Xp
®~1(q) — P~ (p)
®~1(p)

Xq = Xp
®-1(q) — ~1(p)

o

D 1(q)xp—P 1 (p)xq Xq—Xp

Hermed er det altsd vistat:  pu = - 1(a)—D-1(p) 8 0= o)




