NOTE: Bevis for panserformlen
KBJ, december 2024 3u MA

Definition: Lineer 1. ordens differentialligning

y'+al)y=>bx)

Seatning: Panserformlen

En linegr 1. ordens differentialligning y’ + a(x) - y = b(x) har den fuldstendige lgsning:
y =e 4. j b(x) - eA® dx + ¢ - e740),

hvor A(x) er en stamfunktion til a(x).

Bevis:

Vi betragter den generelle lineaere 1. ordens differentialligning:

y' +ax)y=bkx)

Lad A(x) veere en stamfunktion til a(x). Gang med 4™ pd begge sider i differentialligningen:
e (y' +a(x) - y) = 4™ - b(x)

Pa venstre side ganges ind i parentesens:

eA® .y 4 A . g(x) -y = A . p(x)

Det ses at eA™ er en sammensat funktion med e* som ydre funktion og A(x) som indre.
Med kedereglen fas saledes: (eA(x))' = A'(x) - e4® = g(x) - 4™

Dette udtryk indseettes i differentialligningen:

eA(x) . y’ + (eA(x)), . y — eA(x) . b(x)



Det ses desuden, at der om produktet y - e4®) med produktreglen vil falge:
(y . eA(x))I e y’ . eA(x) + y . (eA(x))’
Dette udtryk svarer til venstresiden i differentialligningen, der derfor kan skrives:

(y . eA(x))' = 4™ . p(x)

Ved at integrere pa begge sider af ligningen fas:
f(y . eA(x))' dx = f e4® . p(x) dx

y-edA® 4k = ]eA(x) - b(x) dx

Konstanten flyttes til den anden side, og det besluttes at satte —k = ¢

y - ed® = j e® - p(x)dx + ¢

Der ganges nu pa begge sider af ligningen med e=4®:

40 . 3. gAM) = g=AR) ( j 409 . b(x) dx + C)

Ved at udnytte en potensregneregel fas e =A%) . gA() = g=AM)+A(X) = g0 = 1
y=e 4®. f e@ . p(x) dx + c - e74W

Dermed er panserformlen udledt:

y =e 4®. f b(x) - e4® dx + ¢ - 7AW



Definition: Eksponentiel differentialligning
y' =k-y
Differentialligningen kan omskrives til: y' —k -y =0

Det ses at den er en linezr 1.ordens differentialligning pa formen y’ + a(x) - y = b(x) med
a(x) =—-kogb(x) =0

Seetning:

Den fuldsteendige lgsning til den eksponentielle differentialligning er:
y=c-e
Bevis:
Til a(x) = —k velges stamfunktionen A(x) = —k - x.

Med panserformlen fas nu, i det vi kalder konstanten for c;:

y=e . j b(x) - eA® dx + ¢, - e74%)
y =e (Ckx). f 0-e **dx + ¢, - e (kX

y=ek'x-]0dx+cl-ek'x

k-x k-x

y=e"%.c+cy e
y=(c+ ) et
| det vi sa&etter ¢ = ¢; + ¢, fas:

y=c-ek¥



Definition: Eksponentiel differentialligning
y=b—a-y
Differentialligningen kan omskrives til: y' +a -y =b

Det ses at den er en linezr 1.ordens differentialligning pa formen y’ + a(x) - y = b(x) med
a(x) =aogb(x) =b

Seetning:
Den fuldsteendige lgsning til den forskudte eksponentielle differentialligning er:

y=—+tc-e

—-a-x

Bevis:

Til a(x) = a veelges stamfunktionen A(x) = a - x.
Med panserformlen fas nu, i det vi kalder konstanten for c;:

y=e %*. f b-e**dx+c; e **

y=e%*.p- ] e dx+c; e

1
y=e 4. (b o ev* + cz) +c, e
b
y=e 4. (E cet* + cz) +c, e
b
y=e 4. i et*+e % .c, 4+ ¢, e7dX

Dae %% .e%X =1 fas:

a-x

b
y=E+(c2+cl)-e‘

Visatternuc =c¢, + ¢;

y=—+tc-e

a-x



