Note: Integral som uendelig sum
KBJ, december 2024 3u MA

Lad f vere en funktion pa [a; b] (dvs. at a < x < b).

Lad [a; b] vaere inddelt i n intervaller, hver med bredden: Ax = b_Ta.

Lad x4, ..., x,, veere tilfeeldigt valgte x-verdier 1 hvert interval (f.eks. midtpunktet). Saledes

reprasenterer x; en tilfaeldig verdi i interval nr. i.
For interval nr. i gaelder, at der oven pa intervallet kan tegnes et rektangel med arealet: f(x;) - Ax
Summen af disse arealer giver et tilnermet bud pa arealet af omrddet mellem grafen og forsteaksen.

Vi kan opskrive summen, kaldet Riemann-summen’, med sum-tegns-notation:

if(xi) - Ax

Sumtegnet betyder, at i gennemlgber hvert hele tal fra 1 til n, og for hver veerdi fas et led til

summen, med den pageldende i-vaerdi. For n = 4 fas f.eks.:

D FG) b = flr) - B+ £(x) - B £x) - B+ fx) - B

Hvis vi lader antallet af intervaller vi inddeler forsteaksen i vokse, bliver bredden af hver enkelt

mindre. Vi kan séledes se at n = o0 og Ax — 0 er to sider af samme sag.

Ved integralet af f fra a til b vil vi séledes pr. definition forsta greensevardien:

n n b
lim > fG) - ax = Jim ) fG) - Ax = [ @) d

Hvis denne greenseverdi eksisterer, sa vil vi kalde f integrabel.
Integraler er altsd en sum af uendeligt mange, uendeligt sma, led.

Tankegangen er illustreret pd naste side.

! Efter den tyske matematiker Bernhard Riemann (1826-1866).



0 Y = , _
n=3 : _ ,//
f) froveeeemseeeneees / : n=6 Ve

Vi definerer nu en funktion F(x) ved:
X
P = [ flode
a

Det kan da bevises (hvad der undlades) at F'(x) = f(x), hvorfor F(x) er en stamfunktion til f(x).

Vi kan altsd arbejde med integraler for en funktion f, ved at bestemme stamfunktioner for denne.

Vi kan ogsa se, at et bestemt integral netop har karakter af at vaere summen af en lang rekke smé
tilvaekster. Hvis vi f.eks. har en hastighedsfunktion v(t), kan vi se at i et lille bitte tidsinterval Ax,
vil det bevaegede objekt flytte sig afstanden AS = v(t) - At. Hvis tidsintervallet bliver uendeligt lille
(kaldet infinitesimalt), vil vi skrive dette lille tilveekst i bevaegelsen: dS = v(t)dt. Vi vil da kunne

opskrive den samlede bevagelse S, som en uendelig sum af uendeligt sma tilvaekster:

Szf dS=f v(t)dt
0 tq

Vi kan altsé netop udregne den samlede bevegelse S af et objekt, ved at summere de uendeligt

mange uendeligt sma beveagelser dS, som hver isar er givet ved hastighed gange tid: v(t) - dt.



Saetning: Ay

Disk of Rotate
volume

For en funktion f afgraenses en punkt-
mangde M mellem grafen for f,

forsteaksen samt linjerne x = a og x = b.

Hvis punktmangden M drejes 360° om

forsteaksen, frembringes et omdrejnings-

legeme med volumen V, bestemt ved:

b
V=T[°f f(x)?dx
a
Bevis

Hvis vi inddeler forsteaksen fra a til b i n lige store bider med bredde Ax = b;—a, og 1 interval

nummer { valger en tilfeldig x-vardi x;, sd vil man for interval nummer i kunne lave en cylinder
med hejde Ax og radius f(x;). Cylinderens volumen bliver da AV; = 7 - f(x;)? - Ax.
Vi laver en nu en funktion som angiver volumen-funktion:

n

V(n) = im/i _ Zn FO)? - Ax = Zn:f(xi)z Ax

i=1
Med definitionen pd bestemt integral ved Riemann-sum fas:
n b

lim Zf(xi)z cAx = f f(x)?dx
e a
Endvidere indser vi at V = lim V(n)

n—>oo
Heraf folger, 1 det n — oo (antal intervaller gar mod uendeligt) tilsvarer Ax — 0 (intervalbredden
gér mod 0):

n n b

= 1 =1 . D2 . = - li D2 . = 1T - 2
V= A1}1{r_1r>10 V(n) = A1}1{r_1r>107t Zf(xl) Ax =1 Al}l{r_r)lOZf(xl) Ax =1 L f(x)*dx
i=1

i=1

QED.



Saetning:

Den del af en graf for en differentiabel funktion f, som afgraenses

af de lodrette linjer x = a og x = b, har l&ngden

b
L=f 1+ f'(x)?dx

Bevis: ’
“d
Vi inddeler forsteaksen i n lige brede intervaller, \/ i v\/
der hver fér bredden Ax = b;—a. i
Midtpunktet i interval nummer i kalder vi x; og a Xi b
Ax

kurvelengden af grafen 1 intervallet kaldes AL;.

Vi tilnermer nu AL; ved hjlp af den afledede
funktion, i1 det vi laver et linjestykke gennem
(i, f (x;)) med heldning f”(x;) far vi:

Ay = f'(x;) - Ax

Med Pythagoras s@tning fés:

AL; = \JAx? + Ay? = JAx? + (f'(x)) - Ax)% = \JAx2 + f'(x)? - Ax2 = /(1 + f'(x;)?) - Ax?
ALL' =41+ f’(xi)z - Ax

Den samlede kurvelengde kan da omtrentligt bestemmes som:

L~AL, + ALy, + -+ AL; 4+ -+ AL, =

L

1+ f'(x;)? - Ax

n
ALL' S

n
1 =

1

Ved at lade n — oo, eller tilsvarende Ax — 0, gér afvigelsen fra den @&gte L-vardi mod 0. Der fas:

n
L = lim Z 1+ f'(x)? Ax
Ax—0
i=1
Da dette er greenseverdien for en Riemann-sum, nér antal led gar mod uendeligt, fas pr. definition:

b
sz 1+ f'(x)?dx



