Prikprodukt og vinkel

) . (A > (by\ ) = 70
Givet to vektorer a = ( az) ogb = ( b2>’ saledes at ingen af dem er nulvektoren 0 = ( O)'
Definition: Prikprodukt

Ved prikproduktet mellem d og b forstas et tal, givet ved formlen:

Ei-l_a)z(Zi)-(gi)zal-b1+a2-b2

Satning: Prikprodukt og vinkel
Prikproduktet mellem to vektorer d@ og b kan 0gséd bestemmes som:

d-b=|dl- |I;| - cos(v)

Hvor |d| og |I; | er lengderne af vektorerne d og B), og v er vinklen mellem vektorerne.
Bevis: v

Antag at d er placeret langs forsteaksen. Da kan

vektoren skrives med koordinatsattet:

i= () y

|al
. | e 0
Vektor b vil da danne vinklen v med forsteaksen, og .V
dens koordinatsat kan da skrives:
o oy > (cos(v) b| - cos(v)
b= [5]- ¢, = 5] (<°0) = (121 <
sin(v) |b| - sin(v)
Hvor €, er en enhedsvektor med langde |€,| = 1 og hvis retning netop er vinklen A
v i forhold til forsteaksen. Koordinatsattet for €, folger af definitionen af sinus Zin(v)
og cosinus ud fra enhedscirklen, som vist pé figuren til hgjre. g

cos(v) >
1




Ud fra definitionen pa et prikprodukt fas nu:

R = I;|-cos(v)

i3 = (lahy. (1P

(0) <|b|-sin(v)>
a-b=|al- |I;| -cos(v) + 0 - |I;| - sin(v)

. |I;| -cos(v) +0
|l_9)| - cos(v)
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Vi har séledes vist at seetningen geelder nér vektoren d er parallel med forsteaksen.

Det kan endvidere vises, at et prikprodukt kun afthanger af vektorernes laengder og indbyrdes

placering (det vil sige vinklen mellem dem).

En af kvadratsatningerne for vektorer lyder:
N —,2 N - S5 07
|a—b| =1dl?+|b|—2-d-b

Dette kan omskrives til:

Det ses at de to forste led 1 parentesen pa hejreside kun athanger af

vektorernes lengder. I sidste led stir leengden af differensvektoren. Men

b

denne er netop afstanden mellem spidserne pa d og 13, nar de afsettes ud

fra samme punkt. Og denne afstand afhanger kun af lengderne af d og

—
a

b , samt vinklen v mellem de to vektorer.

Da udtrykket til hejre kun athaenger af vektorernes lengder samt vinklen mellem dem, sa gaelder

dette ogsé for prikproduktet som star pa venstreside af lighedstegnet.

Da prikproduktet kun athanger af vektorernes leengder og vinklen mellem dem, sé vil formlen der
geelder ndr d er parallel med forsteaksen ogsa geelde, hvis vektorparret drejes og vendes pa andre

mader. Saetningen er saledes bevist.

NB! Kvadratsatningen der anvendes ovenfor er dog ikke bevist, og det ville vaere naste skridt pa

vejen til at bevise den egentlige satning helt 1 bund.



Satning: Prikprodukt-fortegn og art af vinkel

Hvis a - b = 0, da er vinklen mellem vektorerne ret.

oS

-

Hvis a - b > 0, da er vinklen mellem vektorerne spids.

Hvisd-b < 0, da er vinklen mellem vektorerne stump.

Bevis:

Det er vist at der geelder:

d-b=|dl- |l_9)| - cos(v)

Oplagt gelder ogsa at langderne er positive, det vil sige |d@| > 0 og |E | >0.
Dermed galder at d - b har samme fortegn som cos(v), og omvendt.
Ford-b =0 geelder altsd cos(v) = 0.

For cos(v) = 0 galder at v = 90°.

Dermed er det vist, at hvis prikproduktet er 0, sa er vinklen mellem vektorerne ret (de er altsd

ortogonale).

Ford-b >0 gelder at cos(v) > 0.

For cos(v) > 0 galder at v < 90°

Dermed er det vist, at hvis prikproduktet er positivt, s& er vinklen mellem vektorerne spids.
Ford-b <0 geelder at cos(v) < 0.

For cos(v) < 0 galder at v > 90°.

Dermed er det vist, at hvis prikproduktet er negativt, sa er vinklen mellem vektorerne stump.



Definition: Tvarvektor

. > a 3 . .
Til en vektor a = ( al) herer tvaervektoren a, saledes at disse to vektorer har samme leengde og sa
2

vinklen fra d til d i positiv omlgbsretning er 90°.

Satning: Koordinatszet for tvaervektoren y

R a 5 —a
Til vektoren a = ( a;) herer tvervektoren a = ( alz)'

Bevis

Hvis man “drejer” koordinatmarkeringerne for @ 90° mod

uret, sammen med vektoren, fas tvarvektoren og de ny —a:

koordinater kan aflaeses til netop det der skal vises.

Definition: Determinant

-

. - al 7> b1 > 7 3
Determinanten mellem to vektorer a = ( az) oghb = ( b ) er tallet: det(a, b) =a-b.
2

Seetning: Formel for determinant

Determinanten for de to vektorer kan udregnes med folgende formel:

det(&, B)) =aq- bz —day - bl

det(a,l_;)=3'B=(_a2)'(b1)=_a2'b1+a1'b2=a1'b2_a2'b1



Fremstilling af ret linje

Satning

En ret linje [ kan fremstilles ved en normalvektor 71 = (Z) og et punkt Py(x,, y,), som ligger pa

linjen, saledes at de punkter der ligger pa [ netop er dem som opfylder ligningen
a-(x—x)+b-(y—y)=0
Denne ligning kan ogsé skrives:

a-x+b-y+c=0hvorc=—(a-xy+b-yp).

Bevis:

Lad vektoren fra P, (x,, yo) til et vilkarligt andet punkt i planen P(x, y) vaere givet ved:

PP = (3~ 30)

Da vil et punkt P ligge pa linjen [ hvis og kun hvis P(TP er ortogonal (vinkelret) med 71. Det vil sige

at der kraeves:

#-PyP =0
(5) (= 30) =0
a-(x—x)+b-(y—yy)=0

Denne ligning kan der skrives videre pa:

a-x—a-xg+b-y—>b-y,=0
a-x+b-y—a-xg—b-y,=0
a-x+b-y—(a-xg+b-y,)=0
a-x+b-y+c=0,

hvorc =—(a-xo+ b - yy)



Satning

4]

- ) kan parameterfremstilles ved:
2

En ret linje [ gennem punktet Py (x,, ¥o) med retningsvektor 7 = (

Bevis

Lad vektoren fra P, (x,, yo) til et vilkéarligt andet punkt i planen P(x, y) vaere givet ved:

PP = (3~ 30)

Punktet P ligger pé [ netop hvis PO_I5 er parallel med retningsvektoren 7. Det vil sige hvis der findes

et tal t, saledes at:

Endvidere fas stedvektorerne for Py(x,, yo) og P(x, y) til:

o= (2) ox07 = ()

Samtidigt folger det af vektoraddition at:

OP = 0P, + P,P

Ved indsattelse af betingelsen for P pa [ fas nu:

Og ved indsattelse af vektorer pd koordinatform fés:

)= G+ e ()



Rasonnementer

Oversattelse fra parameterfremstilling til ligning:

Lad linjen [ veere givet ved (;) = (;))) +t- (2)

4]

Det afleses at [ har 7 = (r
2

) som retningsvektor.

—

- r -
Dermed har linjenn =7r = (7;) = ( rlz) som normalvektor.

I det linjen géar gennem punktet Py(x,, ¥o) fas ved indseattelse i linjens ligning:

—1(x —x0) + (¥ —y0) = 0
—1-Xx+1r X+ -y—1-y=0
T2 X =T X =T y+1:Y=0
T X =T Y+ -Yo—12-% =0

r,x—1r-y+c=0,
hvorc =1y, — 13 X
Dette svarer til at arbejde med betingelsen: det(F, ﬁ) =0
Ved isolering af y fas endvidere pa formeny = a - x + b:

rny=r-x+c

Ty c
y=—:'x+—

n L6}
y=a-x+b

Her ses at den parameterfremstillede rette linje har haeldningstallet a = :—2
1

. Ay . . . . .. .
Dette svarer til at a = ﬁ, i det , netop er vektorretningens tilveekst i y, nar tilvaksten i x er ry.



Oversaettelse fra ligning til parameterfremstilling:

En linje [ er givet ved ligningen a - (x — x) + b - (y — y,) = 0.

R a . .
Det afleses at [ har n = ( b) som normalvektor, og dermed en retningsvektor givet ved:

== ()-(2)

Da [ gar gennem punktet Py(x,, Vo) fas altsd parameterfremstillingen:

()=Go)+e- ()

Ligningen a - x + b - y + ¢ = 0 kan omskrives til formeny = m - x + d:

_a +C
Y= YT
_ a C
Y= Th

Dermed ses at [ har heldningstallet — % og at linjen gér gennem punktet (O, %)

Linjen y = a - x + b kan omskrives til formena-x +b -y + ¢ = 0 ved:
a-x—y+b=0

Dermed ses at linjen y = a - x + b altid har 71 = (_al) som normalvektor og dermed som

retningsvektor:

1

=i-(5)-()

Da linjen ogsa gér gennem (0, b) kan y = a - x + b parameterfremstilles som:

6) =)+ ()



Fremstilling af cirkel

Definition: Cirkel

En cirkel er netop de punkter P(x, y) som opfylder at afstanden til et givet punkt C(a, b) er et fast

tal r. Vi kalder punktet C for cirklens centrum og tallet r for cirklens radius.

Satning
En cirkel med centrum C (a, b) og radius r bestar af netop de punkter som opfylder ligningen:

(x—a)+@-b)=r?

Bevis

Lad CP vare en vektor fra centrum C(a, b) til et vilkarligt punkt P (x, y):

7= ()

Kriteriet for at P ligger pa cirklen er da, at det netop skal galde at |ﬁ5| =7

CP| =

V(x—a)?+ (y — b)?
(x-a)*+(y—-b)* =r*

I
<

I
<

Dermed er ligningen for cirklen udledt.



Satning:
Afstanden fra et punkt P(x;,y;) tilenretlinjel:a-x + b -y + ¢ = 0 er givet ved:

la-x,+b-y, +c|

dist(P, 1) = N

Denne afstand er den mindste afstand fra P til [. Alle storre afstande findes

mellem P og netop to punkter pé (.

Bevis: Udelades her.

Raesonnement:
For en cirkel med centrum C og radius r samt en linje [ lader vi d = dist(C, 1).

Hvis d < r er der to skaeringspunkter mellem cirklen og linjen. Da d er den mindste afstand fra C
til [, findes der to punkter pa [ 1 afstanden r fra C. Disse to ligger ogsa pa cirklen. Sdledes vil linje

og cirkel have to skaringspunkter. Linjen er det vi kalder en sekant til cirklen.

Hvis d = r er der ét skaringspunkt mellem cirkel og linje. Da d er den mindste afstand fra C til [
findes der kun ét punkt pa [ i denne afstand fra C, og dermed kun ét punkt der bade ligger pa cirklen
og linjen. Vinklen mellem den korteste afstand og linjen er dermed ret, og linjen er et vi kalder en

tangent til cirklen.

Hvis d > r er der ingen skaringspunkter mellem cirkel og linje. Da d er mindste afstand fra C til [,
er der ingen punkter pa [ som ligger i afstanden r og dermed ingen falles punkter mellem cirkel og

linje.

Foren linje [: y = m - x + ¢ og cirklen (x — a)? + (y — b)? = r? bestemmes skaringspunkterne

ved at indsette udtryk for y i cirklens ligning:
(x—a)’+m-x+c—b)?=r?

Dette kan reduceres ned til en andengradsligning, hvis diskriminant vil afgere antallet af lasninger

til ligningen, og dermed antallet af skeeringspunkter mellem linje og cirkel.

10



Rasonnement: Ligning for tangent til cirkel Y t
En cirkel er givet med centrum C (x4, y;) og radius 7.
P (XG,)/G)
Pa cirklen ligger punktet P(x,, y,).

En linje t er tangent til cirklen, med P som reringspunkt.

Linjen t kan beskrives ved en ligning:

a-(x=x0)+b-(y—y)=0

Hvor 71 = (Z) er en normalvektor og (xy, yo) er et punkt pa linjen. Vi ved at reringspunktet P

ligger pa linjen, sd dette passer ind i ligningen.
Da en radius i en cirkel moder en tangent i en ret vinkel, vil vektoren PC vere en normalvektor:

=7 - (1730

Ved indsettelse i ligningen for ¢t fés da:
(x1 = x0)(x — x0) + (y1 = ¥0) (¥ —y0) =0

Dermed er der opstillet en ligning for en tangent til cirkel med P som reringspunkt.
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To cirkler

Lad der vaere givet to cirkler i et koordinatsystem. Lad den ene cirkel have centrum i C; og radius

11, mens den anden har centrum i C, og radius 75.
Afstanden mellem de to centre kalder vi d. Det vil sige at: d = |C;Cs|

For nemheds skyld beslutter vi at r, > ;.

For d > r; + r, fas, at der ingen skeringspunkter er

mellem de to cirkler.

N A

For d = r; + r, fés, at der er netop ¢ét skeringspunkt

mellem de to cirkler.

Det ses tilsvarende at forr, = d + 1y, 4 y

svarende til d = r, — 1y, s er der ogsa ét

skeringspunkt.

Endvidere ses at for r, > d + r; svarende til

d < 1, — 1y, vil der ingen skaringspunkter m - @
vaere.

12



Tilbage bliver der den mulighed at d y

ligger mellem 1, + 1 og 1y — 1y

Det vil sige at:

T2+T1>d>7‘2—7'1

I den situation bliver der to

skaringspunkter.

Som et helt sarligt eksempel kan nevnes den situation at r, = r; og d = 0. I sa fald bliver de to

cirkler ssmmenfaldende og antallet af skaeringspunkter vil principielt veere uendeligt.

Dette sidste serlige eksempel rejser dog det filosofiske spergsmél, om der 1 sa fald overhovedet kan

tales om to forskellige cirkler.
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