ANALYTISK PLANGEOMETRI.
Sakset fra: HF-mat B, 4.udgave, Carstensen et al. Systime 2021.
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Læg mærke til at man gerne må skrive tallet som en kvadratrod.
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(Det ser meget mystisk ud. Så I får lige en side med en masse øvelser:)


Cirklens ligning - med og uden parenteser.

Formler: 	kvadratsætninger:	
			
	Cirklens ligning:	En cirkel med centrum (a,b) og radius r: 

Opgave 1: Kvadratsætninger. Beregn følgende vha. formel 15 og 16:
a) 
b) 
c) 
d) 
e) 

Opgave 2: Kvadratsætninger baglæns. Skriv følgende som en parentes i anden.
a) 
b) 
c) 
d) 
e) 


Opgave 3: Cirklens ligning uden parenteser: Gang parenteserne ud vha. kvadratsætninger.
a) 
b) 
c) 
d) 

Opgave 4: Cirklens ligning med parenteser: Skriv om, så du kan aflæse centrum og radius.
a) 
b) 
c) 

Opgave 5: Cirklens ligning - hele den lange tur: Den sværeste version: Denne gang skal du SELV gøre følgende:
1. Lægge nogle tal til på begge sider af lighedstegnet, så du kan 
2. Bruge kvadratsætninger til at sætte nogle parenteser på venstre side, så du kan
3. Bestemme centrum og radius for disse cirkler.

a) 
b) 
c) 
NB: hvis radius bliver 0, så er det ikke en cirkel men bare et punkt, og hvis er et negativt tal, så er formlen umulig. Så var det slet ikke noget som helst andet en grim matematik.
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Hvis a er 0, får vi en vandret linje. Hvis b er 0, får vi en lodret linje.
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Stykket d er den afstand som vi vil finde. Vi har også tegnet en lodret streg fra punktet P til linjen.
Og så har vi tegnet en lilla trekant der handler om linjens hældning: Man går 1 hen og a op.
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Så bliver vinklen mellem linjerne blot 63,43°+21,80° = 85,23°.
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BEVIS

| Vi gar ud fra, at punkterne A og B ikke ligger p4 samme lodrette eller samme vandrette
linje. | s& fald er det let at finde afstanden mellem dem, nemlig som forskellen mellem
deres y-koordinater eller mellem deres x-koordinater.

D e e

N

Figur 1
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Pa figur 1 skal vi bestemme lzengden af linjestykket AB. Vi danner en retvinklet trekant
. ABC som vist. Punktet C har samme x-koordinat som B8 og samme y-koordinat som A

| AABC er kateterne parallelle med koordinatakserne, sa deres leengder er forskellen
mellem x-koordinaterne (vandret side) eller mellem y-koordinaterne (lodret side). For at
sikre, at la=ngderne bliver positive anvendes numerisktegn:

|AC| =|x; —=x1| og [|BC|=y2—xl-
Laengden af hypotenusen findes ved Pythagoras' sastning:
14812 = |AC2 +|BCP & 4B = e —af +1y2 1.

Altsa far vi laengden af linjestykket AB til

148] = \/lxz = xa2 +1v2 = 112 = /0 —x)2 + (2 = 31)2) .
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EKSEMPEL 1
Vi vil finde afstanden mellem punkterne A (8,3) og B (=1,7) som vist pa figur 2

8 |AB| =97

<

-2 2 4 6 8

Figur 2

Vi sastter (x1,y1) = (8,3) og (x2.y2) = (-1,7) ind i afstandsformlen:

148 = (-1 -8R+ (137 = /(-9) + 42 = VA7 .
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5.2 CIRKLENS LIGNING

| MAT C hf har vi set pé linjens ligning af typen y = ax + b. At en linje har ligningen y = 2x + 3
betyder, at koordinaterne til punkter pa linjen passer i ligningen, og at koordinater til punkter
uden for linjen ikke passer i ligningen. Man siger, at ligningen fremstiller linjen.

En cirkel har i koordinatsystemet et centrum C(a, b) og en radius r. Vi ensker at finde en lig-
ning i x og y, der fremstiller cirklen, dvs. en ligning, hvori netop koordinaterne til punkter pa
cirklen passer.
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Figur 3

Cirkelperiferien (cirkelomkredsen) bestar netop af de punkter P, hvis afstand til centrum er
r. Hvis koordinaterne til P betegnes (x,y), er [CP| = r, og dette gaelder udelukkende for de
punkter, der ligger pa cirklen. Vi kan bruge afstandsformlen til at omskrive sadan:

[CPl=r & \J(x—a)2+(y-b2=r

& (x—al+(y-b2="

Dette er cirklens /‘rgning. Vi har dermed vist
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EKSEMPEL 2
Cirklen med centrum (3,2) og radius 5 (figur 4) har ligningen

(x=3%+(-27=25
Punktet A (7,5) ligger pa cirklen, fordi dets koordinater passer i ligningen:

(7-32+(5-22=4+32=16+9=25




image8.tmp
A(7,5)

B(5,-23)

Figur 4
Punktet B (5, —21 ligger ikke pa cirklen, fordi dets koordinater ikke passer i ligningen:
2

5 1 2, 1\? 1
(5-3) +(72§—2) =2 +(~4§) =4+207 #25.

Da 2471; < 25, er afstanden fra centrum til B mindre end radius i cirklen, s& punktet B
ligger inden for cirkelperiferien. .
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EKSEMPEL 3
| tabellen ses nogle eksempler pa cirkelligninger med centre og radier.

(x+a2+(y-77=16
(x=12+(y+12?=10
X +(y-372=9
(x+22 42 =1

Pry=a
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OMFORMNING AF CIRKLENS LIGNING
Ligningen

(x—42+(y+32=36 )
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fremstiller en cirkel med centrum i (4, -3) og radius 6. Ved hjaslp af kvadratsaetningerne kan
vi udregne parenteserne, sa cirklens ligning ogsé kan skrives sadan:

X2 —8x+16+y? +6y +9=36
& x24y?—Bx+6y—11=0. (2)

| den sidste ligning kan man ikke umiddelbart aflaese radius og koordinaterne til centrum. Vi
skal derfor se, hvordan en ligning af typen (2) kan omskrives til en ligning af typen (1)

Vi ser pa ligningen

X2 4y246x—10y+14=0. 3)
Ideen er, at
x2 4 6x og y2 — 10y

er dele af kvadrater pa toleddede starrelser (kvadratsaetningerne), hvor 6x og —10y er dob-
belte produkter. Vi har nemlig, at

(x+32=x2+6x+9 og (y-572=y>—10y+25.

Tallene 3 og -5 er valgt i parenteserne, fordi vi sa far de dobbelte produkter 6x og —10y.
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EKSEMPEL 4
Vi ser pa ligningen

4y?—8x+2y-32=0.
Vi omskriver sadan:

x2 - 8x +y2 +2y—-32=0 —8x og 2y er de dobbelte
produkter
© (x2—8x+42)+ (y2+2y+12)—32 4091 er det halve af 8 og 2
=42412 42 0g 12 legges til pa begge
sider
& (x—4)2+(y+1)2=49 Parenteserne omskrives efter

kvadratszetningerne.

Ligningen fremstiller derfor en cirkel med centrum i (4,-1) og radius 7.
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5.3 DEN RETTE LINJES LIGNINGER

En ret linje i koordinatsystemet har flere forskellige typer af ligninger. Vi kender allerede for-
men y = ax + b, hvor a er haeldningen, og b er skaeringspunktet med y-aksen. Vi skal se pa
andre typer af ligninger, der i visse sammenhaenge er nyttige.

SAETNING 3
Huvis en ret linje med hzeldningen a gar gennem punktet med koordinaterne (xo,yo), kan
dens ligning skrives pa formen

¥ =yo=alx—x).
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BEVIS
Linjens ligning kan skrives

y=ax+b,
og da punktet (xo,yo) ligger pa linjen, passer koordinaterne i ligningen, sa
Yo=ax+b.
Vi traekker den sidste ligning fra den naestsidste og far
y—yo=ax+b—(axg+b) Haev minusparentesen
© y-y=ax+b—axg-b Leddene b og —b fiernes
& y-yg=ax—ax St a uden for parentes
& y—y=alx-x)

Dermed er saetningen vist.
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EKSEMPEL 5
Den rette linje gennem (-2, 4) med haeldningen —% har ligningen

1 1 1
—4=-= —d=_—Zx— ==
y-4=-3(x+2) & y -1 & y=-5x+3,

sa linjen skaerer y-aksen i (0, 3), se figur 5.
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(2,49
.

y-4=3x+2)
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Ligningen
y= -%x +3
fra eksempel 5 kan omformes ved at gange med 2 pa begge sider af lighedstegnet:
2y=—x4+6 & x+2y-6=0.
Dette er en ferstegradsligning i de variable x og y og en sadan fremstiller en ret linje.

| almindelighed gaelder

SATNING 4
Enhver ligning af typen

ax+by+c=0,
hvor a, b og c er reelle tal, fremstiller en ret linje. Enhver linje kan fremstilles af en ligning
af denne type.

Vi gar her ud fra, at a og b ikke begge er 0.
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EKSEMPEL 6
Ligningen

3x—4y—-8=0

kan omskrives til

3x—4y—-8=0 & 4y=3x—8 <« y=13x—2,

sa ligningen fremstiller en linje med haeldning % som skaerer y-aksen i —2.
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5.4 ORTOGONALE LINJER

To linjer, der star vinkelret pa hinanden, kaldes ortogonale. Vinkelrette linjers heeldninger har
en speciel sammenhaeng. Her forudsaetter vi, at ingen af linjerne er parallel med en koordi-
natakse.

S/ETNING 5

Huis to linjer med haeldninger a og c er ortogonale, er a - ¢ = —1. Omvendt: Hvis to linjers
haeldninger a og ¢ opfylder, at a - ¢ = -1, er de ortogonale.
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BEVIS

© Viviser kun forste del af saetningen. Pa figur 6 er linjerne m1 og mz vinkelret pa hinanden
i punktet A. For sadanne to linjer geelder, at den ene har positiv hesldning (den forlgber
opad mod hgjre), den anden negativ (den forlaber nedad mod hajre)

Hvis m1 har haeldningen a = % kan vi tegne en retyinklet trekant som vist, hvor den

vandrette katete har lzzngden 3 og den lodrette laengden 2. Husk nemlig pa, at haeldnin-
gen for den rette linje bestemmes som (se MAT C hf)

lodret katete
vandret katete *
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Fortegn + bruges hvis linjen har positiv haeldning, fortegn — hvis haeldningen er negativ.

Vi drejer denne trekant 90° i positiv omlgbsretning omkring linjernes skaeringspunkt A.
Vi far sa en ny retvinklet trekant med en vandret katete af lasngde 2 og en lodret katete

af laengde 3. Altsa har mz heeldningen ¢ = -%.

Dermed er
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EKSEMPEL 7
Her er nogle eksempler pa haeldninger a og c¢ for ortogonale linjer:
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EKSEMPEL 8
Linjen m har ligningen

y:§x+2.

Vi vil finde en ligning for den linje n, som gar gennem punktet (6, 2), og som star vinkelret
pa m (figur 7).

(6,2)
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Da linjerne er vinkelrette, har n haeldningen —g , og derfor er dens ligning efter saetning
3

3 3
y-2=-3(x=6) & y=-zx+1l.
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5.5 SKAERING MELLEM LINJER

Vi har allerede i MAT C hf set, hvordan man bestemmer koordinatsasttet til skeeringspunktet
mellem to linjer, der ikke er parallelle. Vi gar yderligere et par bemeerkninger her.

+ Hvis de to linjer my og m2 er angivet pa formen y = ax + b, findes skeeringspunktets
koordinater ved at saette de to hgjresider lig hinanden. Hvis ligningerne er

1
m1:y=§x+1 . ompiy=2x—4,
skal vi lgse ligningen
1
= 1=2x—4,
3x + 2x
hvilket giver x = 3. Denne vaerdi indseettes i en af ligningerne, og vi far y = 2.

Skeeringspunktets koordinater er dermed (3, 2), se figur 8.
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Figur 8
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* Hvis de to linjer har en ligning af hver sin af de to typer, 'indsaettes den ene ligning i
den anden'. Vi kan f. eks. se pa

ml'.V=%X+4 . mp:i3x+4y—29=0.

Vi indszetter hgjre side i ligningen for m1 i ligningen for m2:

3X+4<%x+4> —-29=0

Denne ligning har lzsningen x = 3, og derefter far vi y = 5, s& skaeringspunktet er (3, 5),
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5.6 AFSTAND FRA PUNKT TIL LINJE

Vi skal finde en formel til at bestemme den vinkelrette afstand fra et punkt til en linje, der ikke
gar gennem punktet. Vi gar ud fra, at linjen ikke er parallel med nogen af koordinatakserne.

SATNING 6. DIST-FORMLEN
Afstanden dist(P,m) fra punktet P (x1,y1) til linjen m med ligningen y = ax + b er bestemt
ved

lax; +b—y1|

Va2 +1

dist(P, m) =
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N

|yi-ax; -b]

ax, + b

Figur 11
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Vi gar frem i en raskke trin.

I. Linjens heeldning er laengden af BC (hvis haeldningen er posmv) eller Iangden af BC
med modsat fortegn (hvis hasidningen er negativ).
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II. Hypotenusen k findes ved hjeelp af Pythagoras' seetning i den retvinklede AABC:

KR=12+32 & K=1+a o k=+V1ta2.
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1ll. Vinklerne B og Q i AABC og APQR er lige store, fordi linjestykkerne BC og PQ er
parallelle. Disse lige store vinkler er markeret med en bue.
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IV. y-koordinaten til Q findes ved at sestte x-koordinaten x4 ind i linjens ligning. Koordi-
nateme til Q er altsa

Q(xq,ax +b) .

V. Leengden af linjestykket PQ kan findes som den numeriske forskel mellem y-koordi-
naterne til P og Q:

|PQl=I(2xq +b)—yil =lax1 + b=l .

V1. Nu er AABC og APQR ensvinklede, fordi de begge er retvinklede, og desuden er som
neevnt i Il vinklerne B og Q lige store. Sa er siderne proportionale, dvs. sideforholdet er
konstant:

Heri indszettes de fundne storrelser:

d_|ag+b-yl
1 k

Dermed er seetningen bevist.
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EKSEMPEL 9
Linjen m har ligningen

y=-2x+3,
og vivil finde de vinkelrette afstande fra punkterne P (7,4) og S (-2,-3) il linjen.
Forst er (x1,y1) = (7.4), s&

laxy +b—yi| _|—=2-7+3-4|

VAL T

- - 1
315 s,

V5B

dist(P, m) =
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Derefter er (x1,y1) = (-2,-3), s&

s,y [Pl (=2 (D)3 (3
e e V(=22 +1
. _lases 10

V5 V5
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5.7 VINKEL MELLEM LINJER

To linjer, der ikke er parallelle, danner en spids og en stump vinkel med hinanden i deres
skaeringspunkt.

VINKEL MELLEM EN LINJE OG x -AKSEN

En linje har ligningen y = ax + b, og har derfor heeldningen a. Med udgangspunkt i et vilkarligt
valgt punkt P pa linjen tegner vi en retvinklet trekant, hvis vandrette katete har laengden 1.
Sa har den lodrette katete lzengden |al. Vi gar ferst ud fra, at a er positiv.

Vinklen v mellem den vandrette katete og hypotenusen er den samme som den vinkel, linjen
danner med x-aksen, se figur 14.
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Figur 14

Vi benytter, at der i en retvinklet trekant gaelder

fany = modstaende katete PR
~ hosliggende katete 1

Tangens til vinklen v mellem linjen og x-aksen er altsa linjens hzeldning.
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EKSEMPEL 12

Vi ser pa et tilfaslde, hvor de to linjers hasldninger har samme fortegn, f. eks. positivt, se
figur 17:

2
y=4x—-8 og y=§x+2.
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Vi finder de vinkler v og w, som linjerne danner med x-aksen:

tanv:z & =33,69°

3
tanw=4 & w=7596"

Vinklerne v og w findes som i eksempel 11 ved linjen parallel med x-aksen gennem lin-
jernes skeeringspunkt. En vinkel mellem de to linjer er altsa

u=w—v=75096°—33,69° =42,27° .
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EKSEMPEL 11
Vi ser pa linjerne med ligningerne

y=2x-3 og y=-04x+4.

Vi fandt i eksempel 10, at linjerne danner vinklerne v = 63,43° og w = 21,80° med
x-aksen.

y=-04x+4
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5.8 LINJE OG CIRKEL
En linje og en cirkel kan skeere hinanden i to punkter, i et punkt (sa er linjen tangent il cirklen)

eller i ingen punkter. Vi viser ved nogle eksempler, hvordan man bestemmer koordinater il
feelles punkter for cirkler og linjer samt finder ligninger for cirkeltangenter.

EKSEMPEL 13
En cirkel har centrum i C (2,3) og radius 5. Punktet P (5,7) ligger pa cirklen, fordi dets
afstand til centrum er 5:

[Pl =y/(5-2)2+(7-3)2=V32 +42=V25=5.

Vi vil finde ligningen for cirkeltangenten i P (figur 18).
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Figur 18
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Vi bruger formlen for haeldningen for en linje gennem to punkter og finder, at linjen CP
har hzeldningen

-

[

4
3

o
N

Tangenten i P er vinkelret pa CP, sa tangentens heeldning er —%, som er det modsat

reciprokke tal til % Vi bruger formlen fra sestning 3 for linjens ligning, sa tangenten far
ligningen

3
—7=-2(x— o y_T=-lx+=
y 4()( 5) y=7 4x-ﬁ- 7
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EKSEMPEL 14
Linjen m har ligningen

y=-2x+6.

Vi gnsker at bestemme ligningen for den cirkel, der har centrum i C (6,4), og som tange-
rer linjen (figur 19).

Figur 19
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Radius i cirklen er afstanden fra C til m, sa ved hjalp af dist-formlen finder vi, at

|—2-6+6-4 _|-12+6-4] _ 10

V(=2)2+1 V5 V5

r=dist(C,m) =
S4 er cirklens ligning

a2 2,2 a2 72=102
x—aP+(y-b*=r" & x-6°+(y-4) 7

- (x—6)2+(y—4)2=lg—0=20.
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Vi viser dernaest, hvordan man kan finde koordinaterne til eventuelle skaeringspunkter mel-
lem en linje og en cirkel, hvis ligninger er kendt.
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EKSEMPEL 15
En cirkel og en linje har ligningerne

(=12 +(y-42=50 og y=2x+7.

Cirklen har centrum i (1,4) og radius /50, og linjen har heeldningen 2 og skeerer y-aksen
i (0,7) som vist pa figur 20. Vi bestemmer koordinaterne til skeeringspunkterne mellem
cirklen og linjen.

Figur 20
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Metoden er, at vi 'indseetter linjens ligning i cirklens', dvs. i cirklens ligning erstatter vi y
med 2x + 7. Derefter kan vi regne sadan:

(x—1)24+(2x+7-42=50 & (x—1)2+(2x+3)2=50
& X2+ 14+4%+12x+9=50 & 5x>+10x+10=50
& 5x?+10x-40=0 & x2+2x—8=0.

Dette er en andengradsligning med diskriminanten
d=bt?—4ac=22—4.1.(—8)=4+32=36.

Altsa har ligningen to lgsninger:

o —bEVd _ —2£V36 -2%6_ [-4
T 22 2 2 |2

Vi har nu fundet x-koordinaterne til de to skaeringspunkter mellem cirklen og linjen.
Deres y-koordinater findes ved at indszette de to x-vaerdier i linjens ligning:

2.(—8)+7=-1

x4 7=
v {2-2+7:11

Altsa har skeeringspunkterne P og Q mellem linjen og cirklen koordinaterne (2,11) og
(—4, —1). Pa figuren ser dette ud til at passe.
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EKSEMPEL 16
Vi bestemmer skeeringspunkterne mellem x-aksen og cirklen fra eksempel 15:

(x=1)2+(y—4)2=50.
Da x-aksen har ligningen y = 0, indsaetter vi y = 0 i cirklens ligning:

(x=12+(0-42=50 & (x—1)2+16=50
& (x-1)2=34 & x-1==V3

6,831
e x=1+yE="
x Vs {—4,831

Cirklen skeerer altsa x-aksen i tallene (punkterne) 6,831 og —4,831.

Tilsvarende kan vi finde cirklens skaeringspunkter med y-aksen ved i ligningen at sastte
x=0. Man finder, at y = 11 eller y = -3
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5.1 AFSTANDSFORMLEN

Hvis to punkter i kcordmatsystemet er fastiagt ved deres koordinater, kan vi finde afstanden
mellem dem

SZATNING 1. AFSTANDSFORMLEN
Afstanden mellem punkterne A (x1,y1) og B (x2.y2) er

[4B] = /(o -~ x1)2 + (1o —11)? .




