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Det viser sig at talrige biologiske organismer, herunder befolkningsvækst i en begrænset tidsperiode kan beskrives ved 
eksponentiel vækst. Det er lige så klart, at sammenhængen vil bryde sammen på et eller andet tidspunkt, da en ekspo-
nentialfunktion går (hurtigt) mod uendelig. 

I afsnittet om eksponentialfunktioner, så vi, at man kan beregne fordoblingskonstanten 
k
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1.12 Eksempel. 
Vi skal nu se på en type differentialligning, der minder meget om (1.9), og som løses på samme måde. 
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Vi ser at løsningen svarer til eksponentiel vækst, blot parallelforskudt på y-aksen. 
 
1.13a Eksempel 
En sø, som har et volumen V, får tilført u liter forurenet vand pr. døgn, brøkdelen af forurening betegnes q. Fra søen 
udledes den samme mængde vand u pr. døgn. Vi vil opstille en differentialligning, der angiver den brøkdel y, som søen 
er forurenet med. 

Den hastighed dy/dt , hvormed søen forurenes har to bidrag: Det tilførte, som er 
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Det ses umiddelbart at differentialligningen er af typen (1.13), hvorfor vi direkte kan opskrive løsningen: 
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Antager vi at søen er ren til tidspunktet t = 0, finder man, at   0 = c + q  Ù c =  -q, hvorefter vi kan opskrive løsningen:     
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Da foo
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e 0 , vil søen ende med at have den samme forureningsgrad som det tilførte spildevand. 
Vi vil nu bestemme forureningsgraden, når der er tilført forurenet vand, svarende til halvdelen af søens volumen. 

Hermed er ut = ½V, så vi finder qeqy 393,0)1( 2
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 � 
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, svarende til 39,3% 
 
1.14 Eksempel. Logistisk vækst. 
Antagelsen om ubegrænset adgang til føde er kun realistisk i begrænsede tidsrum. En mere realistisk model får man, 
hvis man antager at væksthastigheden er proportional med populationens størrelse (som ved eksponentiel vækst), men 
også proportional med afstanden til en øvre grænse M for populationens størrelse.  
Hvorvidt denne model afspejler en populations udvikling, kan man kun afgøre ved at afprøve modellen på en virkelig 
population.  Da vi eksplicit taler om vækst, anvender vi t (tiden) som uafhængig variabel. 
Vi kan nu opskrive differentialligningen: 
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Hvor M – y er afstanden til den øvre grænse for populationen. 
 
Ligningen løses som før ved separation, idet man bemærker at  y = 0 og y = M begge er trivielle løsninger til ligningen. 
 

 ³ ³
�

adt
yMy

dy
)(

 

 
Det første integral er ikke så ligetil at løse, men det udregnes ved en teknik, der kaldes for udvikling på partialbrøker. 
Vi forsøger således at skrive integranden, som en sum af to brøker, hver kun med en faktor. 
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Hvis denne identitet skal gælde for alle y følger det at q = p og pM = 1, så  
M

qp
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  . Idet vi ganger igennem med 

M, opnår vi differentialligningen: 
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Vi har her antaget at y > 0 og y < M, som var forudsætningen for modellen. Ved reduktion ved hjælp af logaritmeregne-
regler får man: 
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Løser vi denne ligning med hensyn til y, og sætter cke  , hvor c er en positiv konstant får man løsningen: 
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Ofte ser man i løsningen c erstattet med 1/c, hvorefter løsningen får den simple form: 
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a og M er fastlagt ud fra modellen, mens c er fastlagt ved populationens størrelse på et givet tidspunkt. 
 
1.15 Eksempel 
I en sø er fosforkoncentrationen en funktion y = f (t) af tiden. I en model forudsættes det at der pr. døgn udledes en 
konstant mængde fosfor, mens den mængde der afledes fra søen er proportional med koncentrationen. 
Man kan opstille en differentialligning, der udtrykker, at den relative tilvækst i fosforkoncentration i tidsrummet t' er 
en konstant gangen t'  minus en konstant gange y gange t' . 
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Ved at lade t'  gå imod nul får man en differentialligning, som man genfinder som den logistiske ligning. 
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For den pågældende sø er b = 0,00001 og a/b =200. Endvidere opfylder f ligningen f(475) = 107. 
Bestem en forskrift for f, og beregn f(1000), samt væksthastigheden for fosforkoncentrationen til t =1000. 
Ved at indsætte f(475) = 107 i løsningsformlen (1.15) finder man: 
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Løsningen bliver da 
 

 te
y 002,020,21

200
��

        med       154220,21

200
)1000(  

��
 

e
f      

 
Væksthastigheden er dy/dt, og den bestemmes ved direkte indsættelse i differentialligningen. 
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1.3 Fuldstændige løsning til den lineære differentialligning af første orden 
Vi vil løse ligningen: 
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Hvor vi antager at g(x) og h(x) er kontinuerte funktioner, så de har en stamfunktion. 
Hvis G(x) betegner en stamfunktion til g(x), så G’(x) =  g(x), ganger vi ligningen igennem med 

)( xGe , herved får man 
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Den sidste ligning kan umiddelbart integreres til  
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Hvilket er den fuldstændige løsning, idet man husker på at det ubestemte integral altid kræver en 
arbitrær konstant (integrationskonstant). 
 
1.18 Eksempel. 

Bestem den løsning til differentialligningen: 2
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 � , hvor x > 0 og som går gennem (2,-3). 

Vi finder direkte  
 


