Noter til at forstå beviser for differentialkvotienter

Udgangspunkt: Givet er en funktion (det kunne f.eks. være )

Mål: At bestemme hældningen af tangenten  til et vilkårligt punkt  på grafen for 

Hvorfor?: Med tangenthældningen har vi et præcist redskab til at undersøge en funktions forløb, herunder monotoniforhold, ekstrema og højest/lavest væksthastighed.

Udfordring: Det ved vi ikke, hvordan man kan…

Strategi: Vi får den idé at tage udgangspunkt i topunktsformlen for lineære funktioner

Med den kan vi bestemme hældningen af en sekant  der forbinder  og med et andet punkt der ligger på grafen for  forskudt med en afstand  på -aksen.
Nu svarer hældningen af sekanten  jo ikke helt til hældningen af tangenten … 
Men tricket er nu, at vi kan få sekanthældningen  til at nærme sig tangenthældningen , hvis vi gør afstanden  lille. Jo mindre vi gør afstanden , desto mere nærmer sekanthældningen  sig tangenthældningen 

Problem: Vi støder dog på et problem. Vi kan nemlig ikke lade de to punkter ligger oveni hinanden (svarende til at sætte afstanden  lig med 0). Gør de det, vil topunktsformlen nemlig give os

hvilket ikke giver nogen mening (man kan ikke dividere med nul).

Løsning: I stedet for at sætte , så vil vi undersøge, hvad der sker, når afstanden  nærmer sig 0. 
Her bruges formuleringen ”vi lader  gå mod nul” (hvilket skrives som ). Hvis dette resulterer i et udtryk, som giver mening, så siger vi, at grænseværdien findes, og denne værdi kan vi tolke som tangenthældningen . 
Nogle matematiske præciseringer:
Resultatet af ovenstående kaldes også ”differentialkvotienten  af  i ”, og vi siger, at  er differentiabel i  med 

Med andre ord: 

Differentialkvotienten  af  i  defineres som grænseværdien for

Når . 

Da vi fandt, at grænseværdien fandtes for , og da  blev valgt vilkårligt, så kan vi konkludere, at grænseværdien findes for alle tænkelige værdier af *. Vi siger her, at  er differentiabel med afledt funktion .

*Hvis det skal være helt præcist, så siger man ”alle værdier af  der ligger i et bestemt interval”, men det lader vi ligge for ud.

Opsummering: Vi har altså erstattet idéen om ‘to punkter meget tæt på hinanden’ med en præcis matematisk grænseværdi.
