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Forord

Dette forberedelsesmateriale handler om vektorfunktioner.

I forberedelsesmaterialet er der bade evelser og opgaver. Qvelserne er teenkt som hjelp til forstaelse af
teorien, herunder beviser for nogle af setningerne. Opgaverne er taenkt som forberedelse til de opgaver, der
kommer til den skriftlige eksamen.

I forberedelsesmaterialet benyttes fem typer af farvede bokse. De grenne indeholder definitioner, de gra
indeholder eksempler, de bla indeholder ovelser, de rede indeholder satninger, og de lilla indeholder
opgaver. Se eksempler pa farvekoderne her:

Definition
Eksempel
Ovelserne er tenkt som hjelp til forstaelse af teorien, herunder ogsa beviser for nogle af
s@tningerne.
Satning

Opgaverne er tenkt som forberedelse pa de opgaver, der kan komme til den skriftlige
eksamen.

Pa de sidste sider i denne pdf er der gode korte vejledninger til,
hvordan man kan arbejde med vektorfunktioner i bade Maple og
GeoGebra.

Der er ikke rigtig nogen af opgaverne, som er markeret “i handen”,
men man kan god mgde disse opgavetyper til delprgve 1 -
eksamen. | de opgaver jeg har tilfgjet pa de sidste sider, er der et
par stykker jeg har markeret til at skulle laves i handen.
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På de sidste sider i denne pdf er der gode korte vejledninger til, hvordan man kan arbejde med vektorfunktioner i både Maple og GeoGebra.

Linda Vadgård Hansen

Linda Vadgård Hansen

Linda Vadgård Hansen
Der er ikke rigtig nogen af opgaverne, som er markeret “i hånden”, men man kan god møde disse opgavetyper til delprøve 1 - eksamen. I de opgaver jeg har tilføjet på de sidste sider, er der et par stykker jeg har markeret til at skulle laves i hånden.
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Indledning

Fra vektorregningen ved vi, at rette linjer i planen kan beskrives ved en parameterfremstilling. Det kunne

)

A

-3
eksempelvis vere linjen gennem punktet (4,2) med retningsvektor 7 :[ 5 ] :

?
ol O I
vl 12 2 '
> (1)
I dette forberedelsesmateriale vil vi folde parameterfremstillinger mere ud og generalisere til vektorfunk-
tioner. Vektorfunktioner kan bruges til at beskrive flere forskellige typer af kurver end almindelige funk-
tioner. Nar parameterfremstillingen for linjen ovenfor beskrives som en vektorfunktion, benyttes typisk
formen
. 4—-31
s = , teR
2421
Vektorfunktioner og parameterkurver
Vi definerer en vektorfunktion og den tilherende parameterkurve pa felgende méde.
Definition 1 Vektorfunktion og parameterkurve (i) .
s
En vektorfunktion s knytter netop én vektor 5(¢) til
ethvert tal 71 et interval 1.
Naér parameteren ¢ gennemleber intervallet /, s& F
gennemleber endepunktet F, af stedvektoren 515; =5(7) en OP, . (1)
kurve, som vi kalder for banekurven eller parameterkurven ~ O

for s.

t
For vektorfunktionen s(7) = [xit;] er koordinaterne x(¢) og y(¢) funktioner af ¢, og de
y

kaldes vektorfunktionens koordinatfunktioner.



Eksempel 1

Ovelse 1

Skrat kast

I en model bevager en kugle sig langs en banekurve som vist pa figuren.

" P,(32.2,20.8)

P,(48.3,15.4)
P(16.1,16.3)

£(0,2)

» (1)

Banekurven kan beskrives ved vektorfunktionen

x(1) :[ 16,1-¢ 150,
()

E )= s
® [ —4,91-£24+19,2-1+2
hvor bade den vandrette afstand x(¢) og den lodrette afstand y(¢#) males i meter, og ¢

males 1 sekunder.

Vektorfunktionen § kan udover forskriften og parameterkurven ogsa reprasenteres ved
en tabel:

t 0 1 2 3 4

X 0 |16,1 322|483 | 64,4

y 2 116,3]20,8 154 | 0,2

Bemerk, at notationen F(16.1,16.3) betegner, at punktet P befinder sigi (16.1,16.3) til
tidspunktet #=1.

Kastet starter ved # =0 og slutter, nar genstanden, der kastes, rammer jorden igen.
Tidspunktet for dette bestemmes ved at lose ligningen y(¢#) = 0. Dette gores i et

matematisk verktejsprogram hvor vi far:
—4,91-£ +19,2-1+2=0 = t=40l.
Ligningen har ogsé lgsningen ¢ =—0,10, men da # > 0, ser vi bort fra denne lgsning.
Kuglen rammer altsd jorden efter ca. 4 sekunder.
Vi kan beregne lengden af kastet ved:
x(4,01)=16,1-4,01= 64,6.

Kastet er altsd 64,6 meter langt.

Undersag, hvordan parameterkurver fremstilles grafisk, og tegn parameterkurven fra
eksemplet ovenfor. Benyt eventuelt vejledningen i bilaget herende til dit matematiske
verktejsprogram.



Opgave 1 Skrat kast

> (1)

I en model beskriver vektorfunktionen s banekurven for et kuglested

11,2-¢ ]
b _O)

S(t) =
® —4.91-¢* +8,43-t+1,7

hvor x(¢) og y(¢#) males i meter, og ¢ males i sekunder efter kastets start.

a) Tegn banekurven for 5 i et matematisk veerktajsprogram.
b) Bestem kuglens position efter 1 sekund.

c) Bestem kuglestadets lengde.

Ovelse 2 Se igen pa vektorfunktionen § for kuglestedet fra opgaven ovenfor.
. 11,2-¢
s(t)=

) , t>0.
—4,91-¢t" +8,43-t+1,7
a) Tegn igen banekurven for § i et matematisk varktejsprogram.

b) Indset et punkt pa banekurven som styres ved hjalp af en skyder for 7, sa kuglens
position for forskellige tidspunkter ¢ vises.

Se bilaget for hjelp til dit matematiske vaerktejssprogram.

Parameterkurvens retning

Eksempel 1 illustrerer, at der for hver ¢-veerdi fremkommer et punkt pa parameterkurven herende til
vektorfunktionen. Ved at indsatte forskellige t-verdier i voksende rekkefolge, kan man dermed afgere, 1
hvilken retning parameterkurven gennemlgbes.



Eksempel 2 Vektorfunktionen s er givet ved

- +4

, , , teR.
0,1-t7 +0,2-t —¢

3(1)2{

Pé parameterkurven er udvalgte punkter markeret. Ved at se pa den reekkefolge
stottepunkterne fremkommer 1, nar ¢ vokser, kan retningen for parameterkurven

fastlegges.
(2
A
P ~1
N
S ()
B R
Opgave 2 Givet vektorfunktionen
2cos(t
50 =20 e0;2q]
2sin(¢)

a) Tegn parameterkurven for vektorfunktionen s.

b) Undersog, hvilken retning parameterkurven gennemlebes i.

Skeering med koordinatakserne

Parameterkurvers skaering med akserne bestemmes ved at lose hver af (ﬁ)
ligningerne x(¢#) =0 og y(¢#) =0, og dernzst indsztte den eller de fundne — ] x)=0

veerdier for #1 5(¢). Man leser ligningen y(¢#) =0 for at bestemme

“y

eventuelle skeringspunkter med forsteaksen, og man leser ligningen

x(¢) =0 for at bestemme eventuelle skaeringspunkter med andenaksen >

(overvej). Bemerk, at parameterkurver i modsetning til grafer for y(0=0

almindelige funktioner kan have flere skeeringspunkter med andenaksen.

Eksempel 3 Den roterende kaffekop

Den roterende kaffekop er en forlystelse i et tivoli. Den bestér af to skiver, der roterer
hver sin vej. En person placeres i en kop pa den ene skive.

I en model bestar forlystelsen af en roterende cirkelformet skive med en radius pa 10 m,
hvorpé der pa kanten er monteret en mindre cirkelformet skive med en radius pa 5 m.
Den lille cirkelskive roterer den modsatte vej af den store cirkelskive.

Figuren herunder viser modellen af forlystelsen, hvor punktet P markerer det sted, hvor
personen befinder sig, og X markerer det sted, hvor den lille skive er monteret pa den
store skive.

(1



) (2) )

02
»(1) w »(1) »(1)

P

Positionen af punktet P til tidspunktet ¢ kan bestemmes ved vektorfunktionen

10-cos(?) + 5-cos(—a-t)

SO=110-sin(r) + 5-sin(—a-1) |

= Y9

hvor a beskriver antal omleb pa den lille cirkel, nér ¢ gennemleber intervallet fra 0 til
2m.

For a=2 gennemlgber P banekurven, som er vist herunder:

()

>(1)

Banekurven starter til tidspunktet # =0 i punktet £,(15,0) da

$(0)= 10-cos(0) +5-cos(—2- O)] _ [15]

10-sin(0) + 5-sin(—2- 0) 0]

Vi kan bestemme skaringspunkterne med akserne ved at lgse ligningerne x(¢) =0
henholdsvis y(#) = 0. Banekurven starter til tidspunktet # =0, og vi starter med at
undersgge banekurven i intervallet 0 <7 <4m. Vi bestemmer skeeringspunkterne med
forsteaksen ved at lase y(¢#) =0:

y(#)=0
10-sin(r) + 5-sin(—2-7) = 0.

Et matematisk veerktejsprogram giver folgende lgsninger til ligningen:

t=0,t=m,t=2m,t =3meller t = 4n.

Farstekoordinaterne bestemmes ved:
x(0) =10-cos(0) +5-cos(—2-0) =15
x(m)=10-cos(m)+5-cos(—=2-m)=—5
x(2m)=10-cos(2m) + 5-cos(—2-2w) =15
x(3m)=10-cos(3m)+5-cos(—2-3m)=—5
x(4m)=10-cos(4m) +5-cos(—2-4m)=15.



Opgave 3

Banekurven skerer altsa forsteaksen i punkterne (15,0) og (—5,0). Det bemerkes, at
punktet P nér tilbage til udgangspunktet efter et tidsrum pa 27, dvs. det tager ca. 6,3
sekunder for én rundtur i forlystelsen.

Banekurvens skeeringspunkter med andenaksen bestemmes pa tilsvarende made ved at
lose x(¢) = 0. Her fas lgsningerne y =5,9 og y=-5,9.

Vi vil vende tilbage til eksemplet ”Den roterende kaffekop” flere gange i materialet.

En vektorfunktion § er givet ved

—* +4

; ) , teR.
0,1-t7+0,2-t —¢

§(t):[

a) Tegn parameterkurven for 5.

b) Bestem koordinatsattene til parameterkurvens eventuelle skaeringspunkter med
akserne.

Dobbeltpunkter

Definition 2

Eksempel 4

Et dobbeltpunkt for en parameterkurve er et punkt O, hvor (ﬁ)

@ =5(t,)=5(t,) for to forskellige veerdier #, og t,.

» (1)

()

Vi ser pé vektorfunktionen s givet ved

et

=3

5 , tER,
r—4r42

5(0—[

og den tilhgrende parameterkurve. P(1,2)

= o

Vi bemearker, at der tilsyneladende er et
dobbeltpunkt i punktet P(1,2). Vi bestemmer de

tilhgrende 7-veerdier ved at lgse ligningssystemet
x(t)=1 og y(t)=2:
£ —3=1 & t=-2Vt=2
£ —4t+2=2 & t=-2Vt=0Vt=2.

De t-vaerdier, der er lgsning til begge ligninger, giver et dobbeltpunkt. Det betyder, at
dobbeltpunktet P(1,2) fremkommer, nar = —2 eller = 2.

Hvis vektorfunktionen reprasenteres péa tabelform, fremgar dobbeltpunktet som vist i
folgende tabel:



Hvis vi ikke kender dobbeltpunktet pa forhand, sa bestemmes det ved at lgse ligningssystemet:

x(t) = x(t,)
y(t)=y(t,)

med betingelsen 7, =¢,.

Dette gores nemmest i et matematisk vaerktejsprogram. Bemark her, at der skal veelges forskellige
betegnelser for parameteren f.eks. ¢ og s. Herefter indsattes de fundne parameterverdier i vektorfunktionen
for at bestemme dobbeltpunktets koordinater.

Ovelse 3 Dobbeltpunkter for Den roterende kaffekop

Vi kigger igen pa Den roterende kaffekop, men denne gang med @ = 3. Vi har derfor
folgende vektorfunktion:

10- t)+5- —3-¢
5(t) = C?S( )+ C.OS( ) , hvor t6[0;27r},
10-sin(z) + 5-sin(—3-¢)

og den tilherende banekurve, som er symmetrisk omkring begge akser:

2)

s

— (\/ > (1)

Det bemaerkes, at der er fire dobbeltpunkter, og det oplyses, at det ene har ¢-veerdien

f=—.
3

a) Bestem hvilket af dobbeltpunkterne, der er tale om.

b) Bestem den anden 7-veerdi for dobbeltpunktet.

c) Bestem ved symmetribetragtninger ud fra parameterkurven de tre gvrige
dobbeltpunkter.



Opgave 4

En vektorfunktion s er givet ved A
. £ =3t _
so=| , .| r€[-25279]. s
—t* + 4t

> (1)

Parameterkurven for § har tre
dobbeltpunkter. Det oplyses, at et af
dobbeltpunkterne har z-vaerdien

t:%'(\/g-i-\/z).

a) Bestem koordinatsattet til dette dobbeltpunkt.

Det oplyses, at der er et dobbeltpunkt i P(—\/E ,1).

b) Bestem #-vaerdierne herende til dette dobbeltpunkt.

Det oplyses, at det sidste dobbeltpunkt ligger pa andenaksen.

c) Bestem f-vardierne horende til dette dobbeltpunkt.

Differentiabilitet

Teorien om differentiabilitet for vektorfunktioner bygger pa teorien om differentiabilitet for almindelige
funktioner. For vektorfunktioner har vi felgende definition.

Definition 3

Eksempel 5

Differentiabilitet

En vektorfunktion 5 kaldes differentiabel i #,, hvis koordinatfunktionerne begge er

differentiable i ¢,. Differentialkvotienten defineres i sd fald som:
x'(t,)
¥'(t)

Hvis s er differentiabel for alle ¢,, kaldes s differentiabel, og 5/ kaldes den afledede

funktion.

§/(t0) :[

Bestemmelse af differentialkvotient

En vektorfunktion § er givet ved

—£ +3t+5

5() = eR.

b

Differentialkvotienten for s bestemmes ved at differentiere koordinatfunktionerne hver
for sig:

x(t)=—t +3t+5
xX'(t)=-3+3

y(@)=t

11



Ovelse 4

Opgave 5

Tangenter

Definition 4

Eksempel 6

y'(0=1.
Differentialkvotienten for 5§ er dermed

—32+3

, teR.
1

5'(1) =[

Undersgg, hvordan man bestemmer differentialkvotienter for vektorfunktioner. Benyt
eventuelt vejledningen i bilaget herende til dit matematiske vaerktejsprogram.

Bestem differentialkvotienten for vektorfunktionen

5(1) :[et'cos(t)], teR.

e'-sin(?)

Tangentvektor og tangent
o x(?) : . . = N <3
Hvis s(¢) = 0 er differentiabel i 7, og 5°(¢,) =0, sa
Y

kaldes 5'(¢,) for tangentvektoren til parameterkurven for
§ i punktet P, (x(2,), (%)) .

Linjen gennem punktet F, (x(Z,), »(#,)) med . (1)

-/ X /(to)
tangentvektoren s'(4,)=| ,

] som retningsvektor kaldes
0

for parameterkurvens tangent i F, .

I eksempel 5 fandt vi frem til, at differentialkvotienten for vektorfunktionen

32 +3

s(t) = ’

—+3t+5
I ] er §'(1) :[

Vi bestemmer nu tangenten til parameterkurven for 5 i #, =2 ved forst at bestemme

4

Herefter bestemmes tangentvektoreni 7, =2

:[‘19].

reringspunktet P, :

—2°4+3.245

52) = ;

—3.2743

s(2):[ 1

12



Opgave 6

Opgave 7

Opgave 8

Parameterfremstillingen for tangenten til parameterkurven for § i P, er derfor:

HEARC f

A
, teER. S 5’/(2)
Nér parameterkurven for § tegnes sammen

‘\\
med tangentvektoren i 7, = 2, kan man ved at

> (1)

se pa tangentvektorens retning bestemme den
retning, som parameterkurven gennemlgbes i.

Se igen pa vektorfunktionen fra opgave 4.

£ —3¢

5(t) =
® —t* + 48

, 1€[-2,5;2,9].

a) Bestem en parameterfremstilling for tangenten til parameterkurven for s i punktet
P

1
b) Tegn parameterkurven for § i intervallet 7 € [—2,5;2,5] sammen med tangenten i

P b) Dette kan veere lidt teknisk. Spgrg gerne, hvis du ikke lige ved,

1.

Bestem en parameterfremstilling for tangenten til parameterkurven for vektorfunktionen

. 28 — 41
5=
9 [2t2—2t

] 1 punktet P(0,4).
En vektorfunktion s er givet ved

— +4
0,1-£40,2-£* —¢

, teR.

E’(z):[

Nedenfor ses parameterkurven for §.

—— > (D)

a) Bestem s'(7).
b) Bestem tangentvektoren i punktet P ;.

c) Benyt den fundne tangentvektor til at afgere parameterkurvens retning.

13
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b) Dette kan være lidt teknisk. Spørg gerne, hvis du ikke lige ved, hvordan du vil gribe det an.


Eksempel 7

Lodrette og vandrette tangenter
En vektorfunktion § er givet ved
10¢-¢'

S = ,
—t~ 410

, teR.

10¢-¢"+10-¢'

J, teR.
—2t

Differentialkvotienten bestemmes til 57(¢) = [

En lodret linje er parallel med vektoren 7 =

0
1]. For at undersgge om parameterkurven

har en lodret tangent, skal vi derfor lgse ligningen x'(£) = 0:

10¢-e'+10-¢' =0.

I dette tilfeelde far vi netop én losning, nemlig = —1. Da vi samtidig har, at
y/'(—1)=—-2=0, og dermed at 5’(—1) ikke er nulvektoren, sa har parameterkurven for

5 en lodret tangent for = —1.
, . —10-¢! .
Raringspunktet bestemmes ved: s(—1) = 5 , dvs. der er en lodret tangent i

punktet P (—10-¢7',9).

1
En vandret linje er parallel med vektoren 7 = [0 . En vandret tangent kan derfor

bestemmes ved at lase y'(r) = 0. Vi far i dette tilfelde losningen =0, og da x'(0) =0
far vi en vandret tangent i # = 0. Reringspunktet bestemmes til £,(0,10).

P4 figuren herunder ses til venstre parameterkurven for § sammen med den lodrette
tangenti P, samt den vandrette tangent i P,. Til hejre ses parameterkurven for 5.

(‘%) (%)
El
P, £ 5
0,
‘\90
\ » (1) — (1)

Ovenfor bestemte vi eventuelle lodrette tangenter ved at lose ligningen x'(¢) =0. Grafisk
svarer dette til, at ~-veerdien i det punkt, Q , , hvor parameterkurven for 5" skerer

andenaksen, vil give anledning til en lodret tangent til parameterkurven for .

P4 samme made kan sammenhangen mellem O, og den vandrette tangent til
parameterkurven for § i P, fortolkes.

14



Opgave 9

Opgave 10

G Y

\ J

En vektorfunktion s er givet ved

— +4

, . , teR.
0,1-#4+0,2-¢ —¢

3(¢)=[

a) Tegn parameterkurven for .

b) Bestem koordinatsattene til reringspunkterne for eventuelle lodrette og vandrette
tangenter til parameterkurven for s.

Se igen pé vektorfunktionen s givet ved

. —* +4
s(t)= ; ) .
0,1-£+0,2-+ —¢
Nedenfor ses parameterkurven for s til venstre og parameterkurven for 5 til hejre.
) (2
A A
S,’/

“y

N

————>() > (1)

a) Bestem t-vardierne for de punkter, hvor parameterkurven for 5’ skarer en af
akserne.

b) Bestem de punkter pa parameterkurven for s, der herer til de fundne ¢-veerdier.

¢) Hvilken betydning har det for parameterkurven for §, nar parameterkurven for 5’
skerer akserne?

Hop om pa aller sidste s.28-31 i dokumentet. Laes og lav opgaverne i afsnittene ‘Tangenter’ og ‘Vinkel

Hastighed og acceleration

Definition 5

Hastighed og acceleration

t
Lad 5(¢)= [xit))] vaere en differentiabel vektorfunktion.
y

Den afledede funktion s”(¢) kaldes ogsa for hastighedsvektoren og betegnes v (¢).
Lengden af hastighedsvektoren |\7 (t)| kaldes for farten.

Den dobbelt afledede 5”(¢) kaldes accelerationsvektoren og betegnes da(t).

15
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Linda Vadgård Hansen
Hop om på aller sidste s.28-31 i dokumentet. Læs og lav opgaverne i afsnittene ‘Tangenter’ og ‘Vinkel mellem to tangenter’.


Opgave 11 Kasteparabel
Parameterkurven for 5 beskriver banekurven for et kuglested

11,21

5= 5 , t>0.
—4.91-¢° +8,43-t+1,7

a) Bestem hastighedsvektoren v for §.
b) Bestem hastighedsvektoren Vv til tidspunktet 7 = 0.

¢) Bestem ved hjelp af V() den vinkel med vandret, som tangenten til banekurven for
kuglen har til tidspunktet # = 0.

d) Bestem accelerationsvektoren a for s.

Opgave 12 Forlystelsen Den roterende kaffekop falger en kurve, der kan beskrives ved nedenstdende
vektorfunktion. Denne gang med a =1,5.

10-cos(?) +5-cos(—1,5-¢)

10-sin(z) + 5-sin(—1,5-7)

1€[0,47).

a) Tegn banekurven for 5.
b) Bestem farten som funktion af tidspunktet ¢.

c) Bestem koordinatsettene for de punkter, hvor farten er henholdsvis sterst og mindst i
intervallet ¢ € [O;W[.

d) Bestem accelerationsvektoren i hvert af punkterne bestemt i ¢), og tegn disse sammen
med banekurven for 5. Giv en fortolkning.

Ovelse 5 En vektorfunktion § er givet ved
. k-t)" +2
s =| 0+,
k-t

hvor ker enten —1 eller 1.

a) Tegn parameterkurven for 5, ndr k=—1, ognar k=1.

b) Benyt V til at undersege, hvilken betydning fortegnet for & har for den retning
parameterkurven gennemlobes 1.

! | Hop om pa s.32-33 i dokumentet. Laes og lav opgaverne i afsnittet ‘Elimination af parameter’.

. J
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Linda Vadgård Hansen
Hop om på s.32-33 i dokumentet. Læs og lav opgaverne i afsnittet ‘Elimination af parameter’.

Linda Vadgård Hansen


Laengde og areal

Saetning 1

Vi beviser ikke s@tningen her.

Eksempel 8

Lzengden af et stykke af en parameterkurve

t
Lad 5(¢)= [x((t))] veaere en differentiabel vektorfunktion med kontinuert afledet vektor-
y

funktion.

Langden af parameterkurven i intervallet a <t <b kan beregnes ved:
b
L= f JX @)+ @) dr.

Der er faktisk et fordybelsesafsnit i MAT A3, hvor man ser pa dette bevis,

Med sztning 1 kan vi beregne leengden af den kurve, som Den roterende kaffekop folger.

Vektorfunktionen s har felgende forskrift:

10-cos(?) +5-cos(—a-t)

. . , teR.
10-sin(?) + 5-sin(—a-t)

S(t)=

Vi har tidligere beregnet, at nar a = 2, sa nar kaffekoppen en tur rundt pa den store skive
i et tidsrum pa 27. Vi vil nu undersgge leengden L af en rundtur, hvor a = 2.
Forst bestemmes x'(7) og y'(¢):

x'(£) = —10-sin(¢) +10-sin(—2¢)

¥'(t) =10-cos(t) —10- cos(—2¢)

Sa bestemmes lengden:

I :j;zn\/(—lo-sin(t)—|—10.sin(—2t))2 +(10.cos(t)_lo.cos(_zt))Zdt:80.

Rundturen er altsé 80 meter lang.

Nar a=3, er tiden for en rundtur ogsa 27 . Laengden af en rundtur bestemmes til:

L— fo 7 JC10-sin(e) + 15-sin(—30))° + (10~ cos(r) — 15-cos(—31)) dr = 105,1.

Rundturen er alts& 105,1 meter lang.

En sammenligning af de to banekurvers udseende bekrafter, at for a =3 vil lengden af
banekurven for et omleb vare leengere end for a = 2.
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Der er faktisk et fordybelsesafsnit i MAT A3, hvor man ser på dette bevis, måske vi tager det senere 😊


Opgave 13

Det tager sdledes 27 sekunder eller ca. 6,28 sekunder at gennemkere en omgang béade
nar a =2 ognar a =3. Dermed kan vi bestemme gennemsnitsfarten i hvert af de to
tilfeelde:

a=72: gennemsnitsfart = 8(;:; =12,7 m/s , der svarer til 45,8 km/t .
,28's
a=3: gennemsnitsfart = % =16,7 m/s, der svarer til 60,2 km/t.
,28s

Den starste fart for eksemplet med a =3 indtraeffer blandt andet ved ¢ = %, hvor

—17,68
hastighedsvektoren er v [g] :[ ]

17,68

Pé det tidspunkt er farten séledes

a[%]‘ = J(=17,68)> +17,68% = 25,0, dvs. 25 m/s,

hvilket svarer til 90 km/t.

To skilgbere lober ned ad et bjerg. Figuren viser de kurver, (‘%)
som de to skilebere hver iser folger ned ad bjerget. I en

model er de to kurver en del af de banekurver, der kan
beskrives ved vektorfunktionerne s, og s, .

. —0,4+3,5 52 5
5, ()= , t>0
—10¢
. cos(3t)—0,5-1+2
sz(t):[ G? }, t>0.

Pisten stopper 300 m nede ad bjerget, dvs. ndr y(#) = —300.

a) Hvem af skilgberne kommer hurtigst i mal?

b) Bestem leengden af hver af de to skilgberes rute.

c) Bestem hver af de to skilgberes gennemsnitsfart.

> (1)
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Sztning 2

Bemark, at integranden i formlen for arealet er skalarproduktet af de to vektorfunktioner 5' og § . Vi

Areal af et omrade afgraenset af en parameterkurve

Hvis stedvektoren O_P; = 5(¢) for en parameterkurve )
A

overstryger et omrade i positiv omlgbsretning, nar
parametervaerdien lober fra # til 7,, sd kan arealet 4 o

af det overstrogne omrade M bestemmes ud fra
formlen:

O\

“y

> (1)

A=%.ftlt2§’(t)-§'(t)dt 0

beviser ikke setningen her.

Eksempel 9

£ =3t
—t* +4¢
dobbeltpunktet (0,3) herende til z-verdierne t = —3 og 1=3.

Vi har i opgave 4 set pa parameterkurven for 5(¢) = , |» hvor vi fandt

Naér vi tegner parameterkurven i intervallet ¢ € [—\/g 3 ] fés et lukket omrade M, som vi

gerne vil bestemme arealet af.

(2)

> (1)

For at bestemme arealet 4 af dette omrade bestemmes forst den afledede funktion:

3t* —
—4F + 8¢

—(—t* +41%)

0 :[ £ =3t

og ?(t):[

[t -4
£ -3t

Vi indsetter nu i formlen fra setning 2:

1 B, 5 1 pB[ 3¢ =3 | [t'—4r
Effﬁs/(t)'s(t) dt:E»ﬁﬁ 4 18] 13—3t]dt:
—f 31 —3)-(¢* —4r )—|—<—4t3+8t>-(t3—3t))dt:—@

Bemark, at resultatet er et negativt tal, hvilket skyldes, at stedvektoren s(7) overstryger
arealet 1 negativ omlebsretning, og vi skal derfor enten vende parameterkurvens retning
(ved en substitution s =—¢ ) eller lade ¢ lobe fra V3 til —/3 for at fa det korrekte

positive resultat

1 - 48f
A:Efﬁ §(1)-5(t) dt =
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Ovelse 6

Opgave 14

En cirkel med radius » og centrum i (x,,y,) er givet ved vektorfunktionen

X, +r-cos(?)

0;27].
y0+r.sin(t)]’ t€[0s2n]

s(t) :[
a) Benyt formlen fra s@tning 2 til at vise, at cirklens areal er givet ved - 7>

@)

En vektorfunktion s er bestemt ved

=¥}

— +3t

t2

5=

Nér parameterveerdien ¢ gennemlgber intervallet fra
—k til k, s& overstryges et omrade M. > (1)

a) Bestem 5(0) og 57(0), og benyt dette til at
argumentere for, at parameterkurven

gennemlgbes i positiv omlgbsretning, nér ¢
lober fra —k til k.

b) Bestem arealet af M, nar k=1.

c) Bestem £, sa arealet af M er 6.

Krumning for en parameterkurve

Vi indferer nu et mal for, hvor meget en parameterkurve krummer, dvs. hvor meget kurven afviger fra

tangenten i et givet punkt pa parameterkurven.

Definition 6

Satning 3

Krumning for en parameterkurve

For vektorfunktionen s betegner x(f) krumningen som funktion af 7 i et punkt P pé

parameterkurven for 5. Krumningen er givet ved

a(n)-v()

At =25,
[F)

hvor V0 og a er henholdsvis hastigheds- og accelerationsvektoren for .

Krumning for en parameterkurve

x(t)]

Krumningen x(¢) i punktet P pa parameterkurven for vektorfunktionen 5(¢) :[ o
Y

kan bestemmes ved
X'(0)-y"0)—y'0)-x"@)
(x'@7 +y'@?)

k()=
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Ovelse 7

Eksempel 10

Bevis for satning 3

X0y - ') ")
(¥ @2 +y'@?)"

koordinatfunktionerne for accelerationsvektoren og hastighedensvektoren.

For at vise, at krumningen kan bestemmes ved x(¢) = , benyttes
a) Opskriv koordinatfunktionerne for a(?).

b) Opskriv koordinatfunktionerne for V(¢) og 13}(t).

c) Bestem talleren ved at udregne skalarproduktet a(z)- v (2).

d) Bestem navneren ved at udregne |\7 (t)|3 .

En vektorfunktion 5 er givet ved

—t +3¢

s@)= , |, teR.
t

For at kunne bestemme krumningen som funktion af ¢, skal vi ferst bestemme folgende:

x'(H)=-3>+3

x"(t)=—6t
y'(t)=2t
y'()=2
Vi indsetter nu udtrykkene i formlen for krumningen:
H(Z):(—3t2+3)-2—2t-(—6t)_ 6’ +6

(=37 +37 + @) O =147 +9)

Vi kan nu f.eks. bestemme krumningen i punktet £,(0,0) ved blot at indsatte =0 i
udtrykket
6-0°+6 6

2
( ) (904 _1402 +9)3/2 93/2 9

2
Krumningen til tidspunktet # =0 er altséa 5

De t-verdier, der giver den mindste/sterste krumning findes ved at lose ligningen
/
k'(t)=0.

Ligningen har de 3 lgsninger  =—0,922, t=00g?=0,922, der svarer til punkterne
(—1.98, 0.85), (0,0) og (1.98,0.85).

Ud fra grafen for x og parameterkurven for § kan vi konstatere, at krumningen er
maksimal i punkterne (—1.98, 0.85) og (1.98, 0.85), og krumningen er minimal i (0,0).
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Ovelse 8

Opgave 15

2 (%)

En cirkel med radius  og centrum i (x,,y,) er givet ved vektorfunktionen

x, +7-cos(?)

5(0) = [yo —|—r-sin(t)]’ 1€[0;2x].

1
a) Vis, at cirkler altid har en krumning pa —.
r

Vi ser igen pa banekurven for Den roterende kaffekop. Nar a =0,5, sa har vi felgende
vektorfunktion:

10-cos(?) +5-cos(—0,5-1)

s()= . : .
10-sin(z) + 5-sin(—0,5-7)

1 €[0;47).
a) Tegn banekurven for 5.

b) Bestem k(7).

¢) Bestem x(3).

d) Bestem koordinatsettet til det punkt pa banekurven, hvor krumningen er mindst i
intervallet 7 € ]O; 7r[.
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Bilag 1: Maple
Tegning af parameterkurver
En vektorfunktion 5 er givet ved

x(t)]
(1)

. [ [ 16,1-¢
s(t)=

—4,91-> +19,2-t+2/

Vektorfunktioner defineres som vektorer eller koordinatfunktioner. Nedenfor benyttes koordinatfunktioner:
x(t) = 16.1t=t—16.11¢
Y(t) =-491F + 1921 +2=1—(-1)-491 £ + 1921+ 2

Kommandoen plof kan bruges til at tegne parameterkurven pé felgende made:

plot([x(t), (1), t=-10..10], view= [ -1 ..70,-1 ..25], gridlines)

20

0 20 3 4 50 6 \70

Differentiation af vektorfunktioner

(x'(0), y'(1)) =

16.1
-9.827r4+19.2
I et konkret punkt

16.1

@y =|

Animation:
Pakken plots skal indlases for at kunne foretage animation. Start derfor med
with(plots)

Grafen for banekurven i intervallet 0 <¢ <5 gemmes i variablen plot!/ med nedenstdende kommando, hvis

vektorfunktionens koordinater allerede er gemt i x(¢) og y(¢):

plotl = plot([op([x(®), ¥(O)]), =0 .. 5])
Animationen klargeres med kommandoen

animate(pointplot, [[x(?), W(H)]], t =0 .. 5, symbolsize = 30, background = plot1)

Selve animationen fremkommer ved at hgjreklikke péd figuren og s& veelge menupunktet Animation:

23



with( plots) :
plot] = plot{ [op( [x(1), ¥(£)]). 7=0.4.1]) :
animate( pointplot, [ [x(1), y(1)

11, t=0..4.1, symbolisize = 30, background = plotl, gridlines)

o 1
Cut Ctrl+X
20 / T oy Ccri+C
Copy Special >
Paste Ctrl+V
4 Reset view
Style >
Symbaol >
[ 9 Line >
Color >
Transparency >
5
5
Axes >
Legend >
3 Title >
10 20 3 4 Scaling Constrained
= Manipulator >
Probe Info >

Export

| Next Frame

24



Bilag 2: Geogebra
Tegning af parameterkurver

En vektorfunktion 5 er givet ved

x(f) 16,1-¢
- ) , 0<r<5.
(1)) |—4,91-£ +19,2-1+2

Vektorfunktioner defineres med kommandoen kurve:

kAL OON <)

(16.11,-4.91t42+19.2t42,t,0,5)

5=

Input:|s(t)=k

20
15

10

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 GOGX\

Differentiation af vektorfunktioner
Skriv 5(7) i inputfeltet eller i CAS-vinduet.

» CAS X
s'(t)
1 161 —491 t+ 960

- (o %)

s'(2)
2 161 11
- e
10° 25

Animation

Opret skyder k£ med skyder-ikonet vist til hgjre og lad skyderens vaerdier lobe fra 0 til 5.

Definér punktet P i inputfeltet ved at skrive P = s(k).

P vil nu vere punktet pa banekurven for s, hvor 1 =k.

P = (12.88, 14.224)

k=0.8
°
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Bilag 3: TI Nspire
Tegning af parameterkurver
En vektorfunktion 5 er givet ved

x(?)
()

5=

16,1-¢
—4,91-* 4+19,2-1 42/

Velg ”Grafer”, ”Grafindtastning/Rediger” og herefter ”Parameterfremstilling”. Parameteren ¢ er
forudindstillet til at labe fra 0 til 27r, men dette kan andres frit. Herunder er ¢ valgt til at lgbe fra O til 5.

x1(5)=16.1-4
yi(f)=-4.91 2419 2142 =
0=f=5 tsfep=0.132

{xl(r)=16 e

yi()=-4.91 2+19.2- 142

Vinduet indstilles pé seedvanlig vis.

Differentiation af vektorfunktioner

s(t) =

16.1-¢

4.91-f +19.2-f+2

v(t) :

.:i (s(t)) » Udfort

W) { 16.1
19.2-9.82-¢

Animation

Tegn forst parameterkurven i vinduet ”Grafer”. Opret en liste i "Noter” med henholdsvis forste- og
andenkoordinaterne til hvert af punkterne pa banekurven:

{x1()} » {16.1-¢}
{

yi() } » {-4.91-r3+19.2-r+2}

X

y
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Tegn et punktplot oven i banekurven. Velg ”Grafer”, ”Grafindtastning/Rediger” og herefter ”Punktplot”.

Vealg listen x som ferstekoordinat, og listen y som andenkoordinat. oo X
{ Variabel: 't -
Opret en skyder for ¢, og lad skyderens verdier lobe fra 0 til 5. Veerdi[14
Minimum: 0

Punktet, der nu fremkommer pé banekurven, athenger af skyderens f-vaerdi. Det | Veksmm: £
tilsvarende koordinatsaet fremgar af de to lister x og y i "Noter”. e

Typografi: |Vandret ~

Vis cifre: [Flydende3 ~

x={x1(t)}» {225 [ Minimeret
yi= {yl ]} :1 5 Joé, [41Vis Variabel
[4Vis skala
51 {x«—x| E [ 0K- | Annuller
Y=y

[xl(t}=16 1t
2

yi{t)=-2 91 t2+19 2 t+2




Forleb: Vektorfunktioner LV’s tilfgjelser til forberedelsesmaterialet

Tangenter

Eksempel 11

Betragt folgende vektorfunktion med tilherende afledede vektorfunktion:

30 = (—t3 +t3t + 5) er () = (—Bti + 3>.

Vi vil bestemmer ligningen for tangenten til parameterkurven for s i punktet, hvor t = 2

ved forst at bestemme roringspunktet P, :

§(2)=(—23+z-2+5>=<;).

Reringspunktet er derfor P, = (3,2) .

Tangentvektoren i P, bestemmes :
N ~3-22+43) /-9
@)= ( 1 > - ( 1 )

Formlen for en ligning for en linje givet ved en normalvektor og et punkt ved vi fra 2g er
pa formen:
a-(x=x0)+b-(y—y)=0,

hvor 1 = (Z) er normalvektor til linjen og Py (xg, yo) er et punkt pa linjen.

Vi har et punkt pé linjen, sa for at bestemme tangentligningen har vi brug for en
normalvektor. Tangentvektoren s'(2) = (_19) er en retningsvektor, men denne kan vi lave

tveervektoren til, si har vi en normalvektor:

- ()

En ligning for tangent i P, bliver derfor:
-1-x-3)-9-(y—-2)=0 & —x+3-9y+18=0
S —x—9y+21=0

Illustreret her :
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Forleb: Vektorfunktioner LV’s tilfgjelser til forberedelsesmaterialet

Opgave 16 Betragt vektorfunktionen

$(t) = S 25<t<25
ST\ et a2 ) T

a) Bestem ligningen for tangenten til banekurven for § i punktet P_,, altsd hvor
t=—2.
b) Tegn banekurven for § i intervallet —2,5 < t < 2,5 sammen med tangenten i

P_,.

Opgave 17 Betragt vektorfunktionen

7(t) = o teR
= 01-t34+0,2-t2—-t)’ '

/

po—— o o . > .
a) Bestem ligningen for tangenten til banekurven for 7 i punktet, hvor t = 1.

Vinkel mellem to tangenter
Vi skal se pa, hvordan man bestemmer den spidse vinkel mellem to tangenter til banekurven i et
dobbeltpunkt.

Eksempel 12 Vi ser pa vektorfunktionen givet ved

S(t) = e t€e R
SWW=\3—ar+2) '

Banekurven har et dobbeltpunkt i P(1, 2). I Eksempel 4 har vi set, at dobbeltpunktet
svarer til parameterverdierne t = —2 og t = 2.
Vi skal bestemme den spidse vinkel mellem de to tangentlinjer i P. Dette kan vi gere ved

at finde vinklen mellem de to tangentvektorer i P, nemlig §'(—2) og 5'(2).

Farst bestemmes den afledede funktion:

s 2t
$@O) = <3t2 — 4)
Tangentvektoren til t = —2, vi kalder den % :
S, B 2-(-2) (4
u_s(_z)_<3-(—2)2—4)_<8)

Tangentvektoren til t = 2, vi kalder den w :
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Forleb: Vektorfunktioner LV’s tilfgjelser til forberedelsesmaterialet

w=3(2) = (3 2222_ 4> - @

Figuren herunder vises situationen.

2
A
-10 -8 -6 -4 \-i/d
-2

cos(v) = a-b
lal - 1b|
_ G)E _ —~16 + 64
T T Y T ey e e
& cos(v) = B cos(v) =E & v=cos! (E) = 53,13°
V80 - V80 5 5 '

Vinklen mellem de to tangentlinjer er altsa 53,13°.

Husk, Maple har en indbygget kommando i Gym-pakken:

with(Gym) :

T (-4 =|
u:=(—428) = 3
- 4
w= (4,8) =

vinkel(u, w) = 53.13
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Forleb: Vektorfunktioner LV’s tilfgjelser til forberedelsesmaterialet

Opgave 18 En vektorfunktion er givet ved
t3 — 12t
7(t) = ( > , teR.

t2 — 2t

P& banekurven for 7 er Q et dobbeltpunkt herende til t-veerdierne t = —2 og t = t,.

\‘(2)

g

/ (1)

a) Bestem koordinatsettet til punktet Q.
b) Bestem t,.

¢) Bestem den spidse vinkel mellem banekurvens to tangentlinjer i Q.

Der kan stille forskellige typer opgaver inden for vektorfunktioner, hvor der traekkes pa viden fra
vektorregning og analytisk geometri. Dette er folgende opgave et eksempel pa.

Opgave 19 I et koordinatsystem bevager et punkt P sig siledes, at stedvektoren til P til tidspunktet ¢ er
givet ved
t3—t
r(t) = teR.
/ (o) (O’S,tz_t) R
’~

a) Bestem hastighedsvektoren til tidspunktet t = O .

Linjen m er bestemt ved ligningen

m: x—y=2.

b) Bestem de to tidspunkter, hvor hastighedsvektoren er parallel med m.
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Forleb: Vektorfunktioner LV’s tilfgjelser til forberedelsesmaterialet

Elimination af parameter

Vi taler om elimination af parameteren, nar repreesentationen af en vektorfunktion 5(t) = (;Eg) omskrives til

en ligning, hvor kun x og y indgér, dvs. parameteren t er elimineret/udelukket.

Eksempel 13  Betragt vektorfunktionen
t 3—t
3o = (P9 - ( ) .
y@®))  \2t+12
Dette svarer til at vi har folgende to ligninger med tre ubekendte:
{ x=3-—t1
y =2t +12

Vi vil nu eliminere t. Vi kan gere det ved forst at isolere t i den en ligning, her er det
nemmest i den forste ligning:
x=3—-t © t+x=3 & t=3-—x
Du kan vi indsette t = 3 — x pa t’s plads i ligning nummer to:
y=2-3—-x)+12=6—-2x+12 =—-2x+ 18

Vi kan nu se, at linjen med ligningen y = —2x + 18 svarer til vektorfunktionen 5(t) =

( 3-t
2t+12/ °

Eksempel 14  Betragt vektorfunktionen

oo (x@©\  (2t*=3t+5
S(t)_(y(t)>_( %t—l )

Dette svarer til at vi har folgende to ligninger med tre ubekendte:
{x =2t?—-3t+5

_ Lo
Y=3

Vi vil nu eliminere t. Vi kan gere det ved forst at isolere t i den en ligning, her er det

nemmest i den nederste ligning:

1 1 1
_'y:Et—l =4 y+1=zt & 2(y+1)=2§t & 2y+2=t

Du kan vi indsette t = 2y + 2 pa t’s plads i den forste ligning:
x=2-Q2y+2?-3-2y+2)+5
Vi kan udregne dette ved at bruge 1. kvadratsatning og reducere udtrykket. Vi far sa:
x=8-y24+10-y+7
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Forleb: Vektorfunktioner LV’s tilfgjelser til forberedelsesmaterialet

t2-3t+5

Vi kan nu se, at vektorfunktionen §(t) = (2 1, ) svarer til en kurve med ligningen
2

x=8-y2+10-y+7.
Dette ligninger en parabel, hvor x og y har byttet roller. Hvis vi tegner grafen, sa kan se, at

dette ogsa praecis er det det er:

1 .
s
0 10 15 20 25 30 35
-1
-2
Opgave 20 Betragt vektorfunktionen
R t+2
SO = <t2+4t+3> . TER.
a) Gor rede for ved beregning, at banekurven for § gennemlober en parabel bestemt
vedy = x% - 1.
b) Bestem ligningen for tangenten til banekurven i, hvor t = —1.
Opgave 21 Betragt vektorfunktionen
R t—m
/ SO _<2-sin(t)—1> ’ teR.
ro— a) Gor rede for ved beregning, at banekurven for S gennemlaber en den

harmoniske svingning, som kan pé figuren herunder:

5

W
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