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Indledning

Dette kompendium er beregnet til brug i undervisningen i matematik pa A-niveau
i gymnasiet. Det daekker forlgb om alle de funktionstyper, der typisk optraeder (ka-
pitel 1), samt metoder til lgsning af ligninger, hvori der indgar eksponentielle eller
logaritmiske udtryk (kapitel 1), andengradsligninger (kapitel 2) og trigonometriske
ligninger (primeert med CAS — dvs. Nspire) (kapitel 1). Desuden er der et lille afsnit
om parallelforskydning, som man kan gennemga, nar det passer ind (kapitel 3).

Thomas Heide-Jgrgensen

Rosborg Gymnasium, 24. september 2020.



Kapitel 1

Funktioner

1.1 Hvad er en funktion?

Det er muligt at definere funktioner pa en ganske abstrakt made, hvilket vi ikke vil
gore her. I stedet vil vi fokusere pa eksempler, der illustrerer, hvad en funktion er,
og hvad en funktion ikke er.

1.1.1 Repraesentationsformer

Vi teenker typisk pa en funktion, f, som en forskrift:

flx) =321,

hvor vi altsa til ethvert z-veerdi, kan udregne en tilhgrende y-veerdi, nemlig funk-
tionsveerdien f(x). Hvis f.eks. vi har z-vaerdien z = 10, sa vil den tilhgrende y-veerdi
veere y = f(10) = 1 -10 — 1 = 4. Dette (altsa forskriften) kaldes en repreaesentations-
form for en funktion f.

Vi kan dermed lave en hel tabel over punkter, der via funktionen f knytter z-veerdier
til de tilhgrende y-veerdier. En tabel er en anden mulig repraesentationsform for en
funktion f. Fra grundskolen kender vi et andet navn pa sadan en tabel, nemlig
sildeben.

x -2 0 2 4 6 8 10

flx) | =2 -1 0 1 2 3 4

Dette betyder at punkterne (-2, -2), (0,—-1),(2,0), (4,1),(6,2), (8,3) og (10,4) lig-
ger pa grafen for f. En anden repraesentationsform for en funktion f, er dens graf.

4
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Altsa meengden af punkter i koordinatsystemet, der opfylder at (z,y) = (z,f(x)),
dvs. punkter, hvor y-veerdierne lige preecis er de funktionsveerdier, der hgrer til
r—veaerdierne. Grafen tegnes, som vi ved, i et koordinatsystem:

(_2? T 2)

Den sidste repraesentationsform er den sproglige. 1 denne sammenhaeng vil vi sige,
at funktionen f, tager et tal x, ganger tallet med en halv, og trackker ét fra.

Det er ikke sa ofte man selv skal eksplicit skriver den sproglige repraesentationsform
for en funktion ned, men man bruger den ofte underforstaet i den mundtlige del af
matematikken, ligesom det er vigtigt at kunne oversaette en sproglig repraesentation
til f.eks. en forskrift.

Et andet eksempel pa en sproglig repraesentation for en funktion kan veere en be-
skrivelse af en virkelig problemstilling, f.eks.

Antallet biler i et land var ¢ ar 2010 pa 573050. I den efterfolgende periode steg
antallet af biler med 2350 om aret.

Dette giver anledning til en forskrift pa formen
f(z) = 23502 4+ 573050

hvor x er antal ar efter 2010 og f(x) er det samlede antal biler i det pagaeldende
land.
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1.1.2 Definitions- og vaerdimaengde

Definition 1.1. Hvis f er en funktion, sa vil meengden af z-vaerdier for hvilke
f(z) giver mening, altsa for hvilke vi kan udregne den tilhgrende funktions-
veerdi f(x), kaldes definitionsmengden for f, Dm(f).

Definition 1.2. Hvis f er en funktion, sa kalder vi maengden af funktionveer-
dier, der fremkommer ved at finde funktionsveerdierne for alle x € Dm(f) for
veerdimaengden for f, Vm(f).

Eksempel 1.1. Lad f(z) = /z. Sa vil definitionsmengden for f veere Dm(f) =
[0,00][, idet alle tal stgrre end eller lig med nul kan indseaettes i f, og fordi vi ved, at
det ikke er tilladt at tage kvadratroden af tal, der er mindre end nul.

Veaerdimaengden vil svare til alle funktionsveerdierne. Den mindste veerdi er nul (sva-
rende til x = 0), og der er ikke nogen storste veerdi, da \/xr — oo for z — oo. Det
vil altsa sige at alle veerdier i intervallet [0,00[ kan opnas ved f, sa Vm(f) = [0,00].

o

Bemezerkning 1.1. At Vm(f) = Dm(f) i ovenstaende eksempel er et tilfeelde. Det
geelder nogen gange, men ikke altid.

1.1.3 Hvad er en funktion ikke?

Der er selvfglgelig mange ting, der ikke er en funktion, men i denne sammenhaeng
er der én vigtig ting at bide meerke i. Der star i forrige afsnit, at en funktion knytter
netop én y-veerdi til hver z-veerdi. Det betyder, at udtryk, som f.eks. f(z) = £/x
ikke definerer en funktion. Grafisk kan dette forstas, som at grafen for en funktion
f aldrig kan have to eller flere punkter, der ligger lodret over hinanden.

Omvendt kan en funktion godt have to z-veerdier, der giver samme y-veerdi, sa grafen
for en funktion, kan godt have punkter, der ligger vandret ved siden af hinanden.

I nedenstaende koordinatsystem er der tegnet to kurver. Den ene (den sorte) er
grafen for en funktion. Bemeerk, at der er mange y-veerdier, der har to tilhgrende
x-veerdier. Dette er tilladt. Den anden (den rgde) er ikke grafen for en funktion, da
der er mange x-veerdier, som har to tilhgrende y-veerdier. Dette er ikke tilladt.
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Ikke grafen for en funktion

Grafen for en funktion

1.1.4 Opgaver

Opgave 1 Bestem forskriften, lav en funktionstabel og tegn grafen for fglgende
sproglige repraesentationer af en funktion f:

a) Funktionen f tager et tal, z, ganger det med tre, og leegger syv til.

b) Funktionen f tager et tal, x, ganger det med minus fire, og trackker
to fra.

Opgave 2 Bestem forskriften, lav en funktionstabel og tegn grafen for fglgende
sproglige repraesentationer af en funktion f:

a) Funktionen f tager et tal, x, seetter det i anden, og trackker to fra.

b) Funktionen f tager et tal, x, leegger to til, og tager kvadratroden.

Opgave 3 Find Dm(f) og Vm(f) for folgende funktioner:

2 fa) ==
b) fla) = =
c) fz) =vV-z
Q) (sver) () =



Funktioner og ligninger side 8 af 99

1.2 Lineaere funktioner

En lineger funktion har forskriften
f(x) =ax+0, (1.1)
hvor a er haeldningskoefficienten og b er skaering med y-aksen.

Som eksempel kan grafen for den linesere funktion f(z) = —%x + 1 ses nedenfor.
Vi ser pa grafen, at f(x) aftager med en halv, hver gang x forgges med én, da

haeldningskoefficienten er a = —%. Desuden ser vi at grafen skaerer y-aksen i punktet
(0,1),da b= 1.

Linezere funktioner er karakteriseret ved, at hver gang den uafheengige variabel z
vokser med én, sa vil den afheengige variabel f(x) vokse med haeldningskoefficienten
a. Hvis a er negativ er der tale om negativ veekst, altsa at f aftager.

Det er vigtigt at kunne opstille linezere modeller ud fra en sproglig kontekst, og
fortolke konstanterne i en lineser model. Dette gives to eksempler pa herunder:

Eksempel 1.2. [ 2005 betalte hver elforbruger i Roskilde 382,50 kr. i fast arligt
abonnement til Roskilde FElforsyning. Derudover betales der 1,5697 kr. pr. kWh for
elforbruget.

Opstil en model, der beskriver sammenhangen mellem den samlede udgift (i kr.) til
el 1 2005 oqg elforbruget (malt i kWh).

Vi ser at modellen er lineser, da udgiften vokser med et fast tal (1,5697 kr) pr.
brugt kWh. Heraf ses ogsa, at heeldningskoefficienten er a = 1,5697. Den faste
abonnementspris pa 382.50 kr. er vores startveerdi, sa b = 382,50.
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Modellen er altsa
f(x) =1,5697x + 382,50

hvor x angiver elforbruget malt i kWh, og f(z) den samlede udgift i kroner.

%

Eksempel 1.3. Statens samlede indtegter fra boligejerne kan for de seneste ar med
god tilnermelse beskrives ved folgende model:

S(z) =1,822+0,5

hvor x betegner antal ar efter 2000, og S betegner statens boligindtegter, malt 1 mia.
kr.

Hvad forteller tallene 1,82 og 0,5 om udviklingen i statens boligindtegter?

Vi kan se at modellen er lineser, og at haeldningskoefficienten a = 1,82 forteeller,
at statens samlede indtaegter fra boligejerne vokser med 1,82 mia. kr. per ar efter
2000. Skaering med y-aksen b = 0,5 er startveerdien, der siger at statens indtaegter
fra boligejerne i basisaret 2000 var pa 0,5 mia kr.

1.2.1 Haldningskoefficient ud fra to punkter

Hvis vi kender to punkter P og () pa en ret linje sa kan vi bestemme linjens haeld-
ningskoefficient.

/|

Dette ggres ved hjeelp af fglgende seetning:
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Saetning 1.1. Hvis P(x1,y1) og Q(x2,y2) er to forskellige punkter pa en ret
linje, med funktionsforskriften f(x) = ax + b, sa er heldningskoefficienten a
givet ved
Y2 — U
a= .
To — X1

Beuvis. Fordi bade P og @ ligger pa linjen med forskriften f(z) = ax + b, sa ma vi
indsaette punkterne i forskriften, sa vi far to ligninger:

1 =ar1+b og ys=axrs+b.
Tager vi nu den anden ligning og traekker y; fra pa begge sider far vi
Yo — Y1 = axy + b —y.

Nu indseettes axq + b i stedet for y; pa hgjresiden (husk at y; = axy +b). Derved far
vi
Yo —y1 = axy + b — (axq +b) = axy + b — axy — b = axy — ax;.

Sa traekker vi a udenfor en parentes pa hgjresiden, hvilket giver
Y2 — y1 = a(ra — T1).
Division! med x5 — 21 pa begge sider af lighedstegnet giver sa

2=y alza —m1)

)

To — I1 To — Iq
med andre ord
Y2 — U1
a =
To — 1
hvilket var det, vi skulle bevise. O

Hvis vi kender heeldningen samt et punkt pa en linje, kan vi ogsa bestemme skeerin-
gen med y-aksen ved at indsaette punkt of heaeldning i forskriften og derefter isolere

b.

Eksempel 1.4. Vi vil finde forskriften for den linje, der gar gennem punkterne
(—=3,4) og (1, — 8) (uden at tegne den!). Forst findes haeldningskoefficienten. Fra
Seetning 1.1 har vi en formel, hvor vi kan indssette punkterne. I vores tilfezelde er
(x1,51) = (—3,4) og (x2,y2) = (1, — 8). Dette giver os, at heeldningen er
_Ya—y —8—4 —12

= = = —3.
To — X1 1-— (—3) 4

a

Vi ved at xy — x1 ikke er nul (man ma ALDRIG dividere med nul), da linjen ikke er lodret,
for sa er f ikke en funktion.

10
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Sa findes skeering med y-aksen (altsa konstanten b) ved at saette det ene af punkterne
pa linjen, samt heeldningskoefficienten a = —3 ind i forskriften f(z) = ax + b (vi
bruger punktet (1, — 8)):

8= 3.1+,

hvilket ved isolering af b giver
b=-8+3=-5

Altsa er forskriften givet ved
f(z) = =3z — 5.

1.2.2 Skeering mellem to linjer

I dette afsnit skal vi se et eksempel, der viser hvordan man finder to linjers skaerings-
punkt (safremt de ikke er parallelle!). Givet to linjer

flz)=2x+3 og g(x)=-z+1,

skal vi altsa finde deres skeeringspunkt. Bemaerk at linjerne ikke er parallelle (de har
ikke samme heldning). Der hvor linjerne skeerer hinanden, ma der specielt geelde,
at y-veerdierne er ens. Det vil sige, at f(z) = g(x)?. Vi skal altsa lgse ligningen:

204+ 3 =—x+ 1.
Hvis vi leegger x til og traekker 3 fra pa hver side af lighedstegnet far vi
20 —3+2rx—-3=—ax+14+2—3,

hvilket reduceres til

3r = —2.
Division med 3 giver sa
2

Dette indseettes nu i en forskrifterne (det er lige meget hvilken), sa vi kan finde
y-veerdien (vi indsaetter f):

Altsa er skaeringspunktet (—%, g)

2Der geelder altid, at hvis man skal finde skeeringspunkter for grafer, s skal man lgse den
ligning, der fremkommer ved at saette forskrifterne lig med hinanden, for at finde z-veerdien (eller
veerdierne) til skeeringspunktet (eller skaeringspunkterne)

11
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%(m) =2x+3

g(x) =—z+1

AN

1.2.3 Regression

I gymnasiet skal vi kunne lave fire typer af regression, nemlig lineser, eksponentiel,
potens og polynomiel regression. At lave regression betyder:

Givet et dataseet bestaende af et antal punkter (dvs. x- og y-verdier der
horer sammen i par), der kan tegnes i et koordinatsystem, sa skal vi
finde forskriften for den lineere funktion, den eksponentialfunktion, den
potensfunktion eller det polynimium, der bedst tilnermer punkterne.

I gamle dage (dvs. for IT-veerktgjer vandt sit indpas i matematikken) var dette
en ngjsommelig opgave pa millimeter-, enkeltlogaritmisk- eller dobbeltlogaritmisk
papir. Nu ggres det pa computer, f.eks. i Nspire.

Herunder fglger en lille opskrift pa hvordan man udfgrer selve regressionen i Nspire.
Vi tager udgangspunkt i fglgende opgavetekst:

Nedenstaende tabel viser det antal laks, der arligt blev fanget i Skjern
A i perioden 2002-2006.

Ar 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006
Antal | 84 123 191 259 308

Antallet af fangede laks kan med god tilnsermelse beskrives ved en lineger
model

f(z) =az +b,
hvor z er antal ar efter 2002, og f(x) er det antal laks, der blev fanget.
Bestem tallene a og b.

Allerforst bemeerkes det wvigtige, at i modellen angiver z antal ar efter 2002, hvilket
betyder at nar vi indtaster tallene i Nspire, sa skal 2002 skrives som 0, 2003 som 1,
2004 som 2 osv. Dette ses nedenfor i applikationen Lister og Regneark. Husk at
navngive kolonnerne (i nedenstaende ar og antal, markeret med rgdt).

12
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Eil Rediger Vis Indsaet Vaerkigjer Vindue Hiselp

P -EEN PR T @@ B

IDokumenhraarktsjslinje R-@-Z-A- =) P '
HO A ar ; ‘E‘ antal iic
o PTG |
1 0 84
Z 1 123
3 2 191
- 3 259
5 4 308
6
7
a

Nu skal regressionen laves. I dette tilfzelde er det naturligvis lineer regression, men
man veelger selvfglgelig den type der passer til opgaven. Vi arbejder stadig i Lister
og Regneark, og trykker pa folgende:

Fil Rediger Vis Indsaet Veerkisjer Vindue Hizelp

"-EE s B inas=t - @ el - |FE -

Dokumentveaerktsjslinje A

- —
e ]
Lister og Regneark & s
®|Aar Eantal [C

h 1:Handlinger 3 _

B 2:Indsast 3

h 1 0 84

13,2 3:Data »

= 2 1 123
I X 4:Statistik > E@ RS W ELERE B L EI 1 Statistik med én variabel. . 191
ﬂj S:Funktionstabel 3 2:Fordelinger 2:Statistik med to variable

2 Konfidensintervaller  + |[ERRUEESREMEESILRHES Y] 259

4:Statistiske tests + | 4:Lineser regression (a+bx). .. 308
S:Median-medianlinje. ..

6:Andengradsregression. ..

7. Tredjegradsregression. ..

8:Fjerdegradsregression...

9:Potensregression..

A:Eksponentiel regression. ..

E:Logaritmisk regression. ..

C:Sinusregression

D:Logistisk regression {d=0)

E:Logistisk regression (d=0). ..
E:Multipel linezer regression..
114] \

Dette giver fglgende menu, der udfyldes med relevante informationer. Husk at bemaer-
ke hvad der star i Gem RegEqn i:, for det er navnet pa den funktion, som Nspire
gemmer forskriften for den fundne regressionsligning i (her altsa £1).

13
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{ Lineazr regression (mx+b) @?
- X-liste: |'4r =
- Y-liste: |'antal -
- Gem RegEqgn i |f1 - |
_ Frekvensliste: I‘I - |
| Kategoriliste: | =
! Medtag kategorier: | - |
| 1. resultat kolonne: IE |
_ | OK-| | Annuller |

Dette giver de relevante informationer i regnearket til hgjre, og til venstre i applika-
tionen Noter, kan vi bruge regressionsfunktionen, der kaldes frem i et matematikfelt
ved £1(x) efterfulgt af enter. Vi bemeerker i gvrigt, vi har fundet ud af, at a = 58,4
og b=76,2.

% Exsempelisning af dokument -

c D E §
=LinRegM
84| Titel Lineaerr...
123|RegEqn |m*x+b
191|m 58.4
259|b 76.2
308|r 0.992423
0.996204
Resid  |{7.811..

f1(x) » 58.4- x+76.2 - EE e

srlw|n oo

F OO “poumenz_x

(Onsker man desuden at afbilde regressionsfunktionen sammen med punkterne i
et koordinatsystem, sa kan dette eksempelvis gore i applikationen Diagrammer og
statistik, hvor man tilfgjer variablen ar pa z-aksen og variablen antal pa y-aksen.
Herefter tilfgjes grafen gennem menuen til venstre.

14
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P-EE e
Dokumentvarkijslinje

| Disgrammerog statistic____ # |

[E" 10iagramyper »

53] 2 Dlagramegensiaber v

¢ 2Handinger ,
(% sonsesag aea +[ €@ 1 sutineer men
Ly Svinusrzoom A anT
§1) snasttinger 5

1\ 4t unkcn

[\ 5istoaver unaer tunicion

X 8:Plotvaerdi

AGrarsporing

7Vis potens.

8:Vis eksponentil

9Vis ogaritmisk

AV sinus

£:Vis ogisisk (4=0)
C.Vis ogisisk (#40)

2Vis necer (a#b0)
3Vis Median-Median
4Vis andengrads
5Vis trecegrads
Vs erdegrads

80

y = 58.4- x+76.2

4.0

15
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1.2.4 Opgaver

Opgave 1

Opgave 2

Opgave 3

Opgave 4

Opgave 5

Opgave 6

(Uden hjeelpemidler) En lineser funktion er givet ved forskriften

f(z) = -3z +T.
a) Udfyld nedenstaende tabel for f.
x -2 -1 0 1 2 3
()

b) Hvilke af folgende punkter P;(—4,17), Po(—3,16) og Ps(4,—4) ligger
pa grafen for f?

¢) Angiv heeldningskoefficienten og skeeringspunktet med y-aksen for
grafen for f.

d) Hvad er « nar f(x) = —107

(Uden hjelpemidler) Om en linezer funktion vides at haeldningkoeffi-
cienten er —2 og at den skaerer y-aksen i punktet (0,1). Hvad er denne
linjes ligning?

(Uden hjaelpemidler) Undersgg om punktet (—2,5) ligger pa grafen for:

a) f(zr)=—-x+3
b) g(z) =3z + 11
c) h(z) = —4x —2

(Uden hjelpemidler) Lad f(z) = —3z + 8.

a) Bestem to punkter der ligger pa grafen for f (begrund dit svar).
b) Bestem to punkter der ikke ligger pa grafen for f (begrund dit svar).

(Uden hjeelpemidler) Grafen for en lineser funktion gar gennem punk-
terne (—1, — 4) og (2,5). Hvad er haldningskoefficienten for f7

(Uden hjeelpemidler) Bestem forskriften for f(x) = ax + b, nar

16
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Opgave 7

Opgave 8

Opgave 9

Opgave 10

Opgave 11

a) Punkterne P(2,8) og Q(9,15) ligger pa grafen for f.

b) Punkterne P(—2,6) og Q(9, — 15) ligger pa grafen for f.
c) Punkterne P(4,2) og Q(0, — 6) ligger pa grafen for f.

d) Punkterne P(1,2) og Q(—3, — 4) ligger pa grafen for f.

(Uden hjeelpemidler) Bestem en forskrift for den linezere funktion, hvis
graf gar gennem punkterne P(3,1) og Q(7,9).

(Uden hjeelpemidler) Grafen for en lineser funktion f(x) gar gennem
punkterne A(3,7) og B(9,25).

Bestem en forskrift for f(z).

(Uden hjeelpemidler) En funktion f har forskriften
f(x) =Tz +0b,

hvor b er et tal. Punktet P(3,31) ligger pa grafen for f.
Bestem tallet b.

(Uden hjeelpemidler) T perioden 2004-2008 er det arlige offentlige for-
brug steget med 18,5 mia. kr. pr. ar. I 2004 var det arlige offentlige
forbrug 388 mia. kr.

Indfgr passende variable, og opstil et udtryk, der beskriver udviklingen
i det arlige offentlige forbrug som funktion af tiden.

(Uden hjeelpemidler) I perioden 1987-1997 har Transportradet hvert ar
opgjort det samlede antal biler, der er sendt til ophugning siden 1987.
Opggrelsen viser, at det samlede antal biler, der er sendt til ophugning
siden 1987, med god tilnsermelse kan beskrives ved funktionen

F(x) = 87880 - z + 69550

hvor x er antal ar efter 1987, og f(x) er det samlede antal biler, der er
sendt til ophugning i lgbet af de = ar siden 1987.

a) Beskriv, hvilken information funktionen giver om udviklingen i det
samlede antal biler, der er sendt til ophugning siden 1987, og ind-
drag i beskrivelsen en fortolkning af de konstanter, der indgar i
forskriften for f.

17
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Opgave 12

Opgave 13

Opgave 14

Opgave 15

I ar 2000 var der 7600 danskere med en arlig indkomst pa mindst 1
million kr. I de fglgende ar voksede antallet af danskere, der havde en
arlig indkomst pa mindst 1 million kr., med god tilnsermelse med 1300
om aret.

a) Opstil en model, der beskriver udviklingen i antallet af danskere
med en arlig indkomst pa mindst 1 million kr.

(Uden hjelpemidler) Af Folkesundhedsrapporten fra 2007, udgivet af
Statens Institut for Folkesundhed, fremgar det, at udviklingen i forbru-
get af antal sengedage for bgrn under 16 ar pa danske hospitaler kan
beskrives ved funktionen

f(z) = —9959x + 650584,
hvor x betegner antal ar efter 1978.

a) Beskriv, hvilken information funktionen giver om udviklingen i an-
tal sengedage for bgrn under 16 ar pa danske hospitaler.

I en model antages det, at leengden L (malt i mm) af en gedde er en
lineeer funktion af leengden s (malt i mm) af geddens gresten.

a) Bestem en forskrift for L, nar det oplyses, at grafen for L gar gen-
nem punkterne P(3,155) og Q(10,791), og benyt forskriften til at
bestemme leengden af grestenen hos en gedde, som har laeengden 500
mm.

Tabellen viser sammenhgrende veerdier af alder og leengde for en po-
pulation af spaekhuggere.

Alder (ar) 123|456 ] 7]8]09
Lengde (cm) | 310 | 348 | 386 | 424 | 462 | 500 | 536 | 572 | 610

I en model er sammenhgengen mellem laengden L (malt i cm) og alderen
t (malt i ar) en funktion af typen L(t) = at + b.

a) Bestem tallene a og b ved hjalp af tabellens data.

b) Giv en fortolkning af tallene a og b, og benyt modellen til at be-
stemme alderen af en 700 cm lang spakhugger.

18
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Opgave 16 Nedenstaende tabel viser vejdirektoratets opggrelse over antal trafik-
draebte personer i det 1. halvar for hvert af arene 2007-2012.

Ar 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 2012

Antal

trafikdrsehte | 195 | 190 | 161 | 110 | 107 | 82

I en model antages det, at udviklingen i antal trafikdraebte personer
kan beskrives ved en funktion af typen

y =axr + b,

hvor y betegner antal trafikdreebte personer i det 1. halvar, og = be-
tegner tiden (malt i ar efter 2007).
a) Benyt tabellens data til at bestemme konstanterne a og b.

b) Benyt modellen til at bestemme antal trafikdreebte i det 1. halvar
af 2013.

¢) Bestem det ar, hvor antal trafikdraebte i det 1. halvar ifglge model-
len er nede pa 50 personer.
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1.3 Proportionalitet

1.3.1 Ligefrem proportionalitet

I den seerlige situation, hvor b = 0 i f(x) = ax + b, er x og f(x) proportionale. I
denne situation undlades det ofte at bruge funktionsbegrebet, som det ses i folgende
definition:

Definition 1.3. Hvis der om to variable x og y geelder, at
y==k-x

sa siges = og y at veere (ligefremt) proportionale. Vi kalder desuden k for
proportionalitetskonstanten.

Det er klart at skal man tegne grafen for sammenhaengen mellem x og y, hvis disse
er proportionale, sa bliver det rette linjer gennem (0,0). Herunder ses eksempler pa
proportionaliteter for forskellige veerdier af k:

k=5
2.
-
11
4 3 2 _ 1. 2 3 4
2. =k
k= —2

Det er ligeledes klart, at en anden made at udtrykke proportionalitet mellem z og
Y pa, er at sige, at forholdet mellem x og y er konstant, dvs.:

= =k.
x
Vi vil i det folgende komme med et par simple eksempler pa proportionaliteter fra

forskellige fagomrader.

20
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Eksempel 1.5. I et elektrisk kredslgb med en modstand, er speendingen U propor-
tional med strgmstyrken I, med en proportionalitetsfaktor, der kaldes modstanden

eller resistansen, R:
U=R-1.

%

Eksempel 1.6. For et stof i kemi, er stofmaengden n proportional med massen af
stoffet, m. Proportionalitetskonstanten er stoffets molare masse M:

m=M-n.

¢

Eksempel 1.7. I samfundsfag antager man ofte at udbudsmeengden u og prisen p
er proportionale. Proportionalitetskonstanten k forteeller hvor meget stgrre udbuds-
maengden bliver nar prisen stiger.

u==k-p

1.3.2 Omvendt proportionalitet

Definition 1.4. Hvis y er proportional med %, sa siger vi at x og y er omuvendt
proportionale:

1
y=Fk-—
x

I denne situation gaelder der at produktet af x og y skal veere konstant:
x-y=k.

Grafen for omvendt proportionale sammenhaenge kaldes hyperbler:
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Eksempel 1.8. I en (ideal)gas, hvor temperaturen og stofmangden holdes konstant,
er trykket, P, og volumen, V', omvendt proportionale. Proportionalitetskonstanten
afhaenger af temperaturen og stofmaengden.

1
P:k‘-v eller P-V=k.
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1.3.3 Opgaver

Opgave 1

Opgave 2

Opgave 3

Opgave 4

Opgave 5

Opgave 6

To storrelser x og y er proportionale.

y 40 100

Udfyld resten af tabellen.

To stgrrelser z og y er proportionale.

Y 12 60

Udfyld resten af tabellen.

To storrelser x og y er omvendt proportionale.

Udfyld resten af tabellen.

To storrelser x og y er omvendt proportionale.

Udfyld resten af tabellen.

Vis, at hvis x og y er proportionale, sa fordobles y, nar x fordobles.

Storrelserne x og y er proportionale og der gaelder at nar x vokser med
3, sa vokser y med 12. Bestem en forskrift for sammenhangen.
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Opgave 7

Opgave 8

Opgave 9

Opgave 10

Opgave 11

To sterrelser z og y er proportionale. Nar x = 8, sa er y = 4. Bestem
en forskrift for sammenhaengen.

To stgrrelser x og y er omvendt proportionale. Nar x = 3, sa er y = 11.
Bestem en forskrift for sammenhaengen.

To stgrrelser x og y er omvendt proportionale. Nar x = 21, saery = 7.
Bestem en forskrift for sammenhaengen.

(KEPLERS 3. LOV) Keplers tredje lov om planetbevaegelse siger at:
kvadratet pa omlgbstiden i banen er proportional med den halve storakse
i tredje potens.

Opskriv en sammenhaeng mellem omlgbstid og den halve storakse, nar
det oplyses at den halve storakse for Jorden er 149.6 mio km.

(AFSTANDSKVADRATLOVEN) [ fysik siger afstandskvadratloven at in-
tensiteten af f.eks. en radioaktiv kilde er omvendt proportional med
kvadratet pa afstanden til kilden.

a) Opskriv et udtryk der beskriver sammenhangen.

b) (Sveer) Kan du argumentere for at afstandskvadratloven er korrekt?
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1.4 Sammensatte og inverse funktioner

1.4.1 Sammensatte funktioner

Det heender, at man i matematikken stgder pa funktioner, der er lidt mere kompli-
cerede end dem vi har haft brug for indtil nu. Et eksempel kunne veere

h(z) = Va2 + 4.

Dette er en sakaldt sammensat funktion pa formen h(z) = f(g(z)), hvor f(z) = /z
kaldes den ydre funktion, og g(x) = x* + 4 kaldes den indre funktion.

Vi kan omvendt ogsa fa den idé at tage to funktioner og sammensaette dem:

Definition 1.5. Hvis f og ¢ er funktioner, sa defineres sammensatningen
fog,som

(fog)(z) = f(g(x))-
Definitionsmaengden for fog er alle de x, hvorom det geelder at g(z) € Dm(f).

Eksempel 1.9. Hvis vi lader f(x) = % og g(z) = z* + 2. S er sammensatningen

f o g givet ved .
(fog)(x) = f(g(x)) = PR

hvor vi bemaerker at Dm(f o g) = R, da 2* + 2 > 0 for alle z. Veerdimaengden er i
ovrigt Vm(f o g) =]0,3] (overvej hvofor!).

Den omvendte sammensaetning giver et andet resultat! For hvis g er den ydre og f
den indre funktion, sa er

(9o f)lz)= G)4+2=%+2,

hvor vi nu ser at Dm(g o f) = R\ {0}. Nu er veerdimaengden Vm(g o f) =]2,00]
(overvej hvorfor!).

1.4.2 Inverse funktioner

Det viser sig, at visse sammensatninger har bemaerkelsesvaerdige egenskaber. Lad
os prgve at lave en sammensatning af funktionerne f(z) = 23 +9 og g(z) = /= — 9:

(fog)(l’):f(g(x)):(\/333—9)3—1—9::6—94-9::6
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og
(go f)lx) =g(f(x)) =V (23 +9)—-9=2

Vi har altsa her et eksempel pa to funktioner, hvorom der gelder, at
(fog)z)=(go f)(z) ==

Med andre ord har vi fundet et par af funktioner, der har den egenskab, at hvis
man ferst bruger f og bagefter g (eller omvendt), sa er man kommet tilbage til
udgangspunktet. De to funktioner ophsever altsa hinanden.

Vi vil prove at forfolge denne tanke lidt yderligere. I det fglgende vil vi betragte en
funktion f(z) = $23. Grafen for f ses herunder:

Figur 1.1: Det er velkendt, at vi kan aflaese en funktionsveerdi, ved at finde z pa fgrsteaksen.
Ga lodret op til grafen og derefter vandret ud til andenaksen og afleese funktionsveerdien, som
y-veerdien.

Vi er vant til at finde funktionsveerdier ved at indsaette en z-veerdi i forskriften, og
udregne den tilhgrende funktionsveerdi. Dette kan ogsa ggres grafisk ved at finde den
pageeldende x-veerdi pa x-aksen og ga lodret op til grafen for derefter at ga vandret
hen til y-aksen og aflaese funktionsveerdien her.

Eksempelvis er funktionsveerdien for z = 2 givet ved
1 1
2N ==-.22=-.8=1

Dette ses ogsa pa grafen ovenfor.
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Da f er en funktion, der er voksende, ma det betyde, at der til alle z-veerdier hgrer
netop én funktionsveerdi. Det ma pa den anden side ogsa betyde, at der til hver
eneste funktionsveerdi hgrer preecist én z-veerdi. Derfor kan vi lave (definere) en
funktion, der tager en funktionsveerdi fra f og sender den tilbage til den tilhgrende
x-veerdi. Vi kalder denne funktion for f=!.

Der geelder altsa, at hvis y = f(x), sa er f~!(y) = x. Man kan altsa finde grafen for
=1 ved at spejle koordinatsystemet i linjen y = x som vist pa nedenstaende figur:

Figur 1.2: Til hver funktionsveerdi hgrer netop én z-veerdi. Skal vi gd den modsatte vej pa
grafen til venstre, altsa finde det x, der hgrer til en given funktionsveerdi, sa svarer det preecist til
at spejle hele koordinatsystemet og grafen i linjen y = x, og afleese som vi er vant til pa grafen til
hgjre.

Vi kan se, at hvis man 'gar baglaens’ via pilene pa grafen til venstre, sa svarer det
preecist til at ’ga forlens’ via pilene pa grafen til hgjre. Dermed er grafen til hgjre
praecist grafen for f~1. Dette geelder generelt:

Man kan altid finde grafen for f=1, ved at spejle grafen for f i linjen y = x.

Vil kalder funktionen f~! for den inverse funktion til f. Nogen gange kaldes den for
den omvendte funktion. Da vi har fundet f~! ved egenskaben, at hvis f(x) = y sa
er f~1(y) = z, kan vi altsa slutte, at

(fTfofN@)=f(fl@) =z og  (fof Ny =ff"W)=y

Hvis man sammenseaetter en funktion med dens inverse vil de altsa ophaeve hinanden.

Det kunne veere interessant at finde en regneforskrift for f=! fra ovenstaende. Dette
ggres lettest ved at lgse ligningen
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med hensyn til z. Ggres dette opnas

r=2-Yy

og det konkluderes dermed at forskriften er f~'(y) = 2 - ¥y eller hvis vi kalder
variablen for z, som vanligt: f~!(z) = 2- /. Vi kan dobbelttjekke ved at indse, at

(ftof)(@) =z og (fofh)(z) =1 (gor detl).

Bemeaerkning 1.2. Det er ikke alle funktioner, der har en invers. Hvis betingelsen
om at der til hvert y € Vm(f) hgrer preecist ét € Dm(f) er opfyldt, sa har f en
invers. Dette kaldes injektivitet. Monotone funktioner er injektive, dvs. at funktioner
der enten er (strengt) voksende eller (strengt) aftagende har inverse funktioner (men
det kan veere meget sveert at finde deres regneforskrifter).

¢

Bemaerkning 1.3. Man skal veere en lille smule forsigtig med hensyn til definitions-
mangderne for funktioner og deres inverse. Det er dog ikke noget vi skal forfglge
yderligere her. Vi skal blot bemaerke, at man nogen gange skal gore sig ekstra over-
vejelser i den retning. F.eks. er f(z) = 2* og f~(x) = /z hinandens inverse, men
kun for x > 0. Set i lyset af forrige bemserkning er det ogsa klart, da f(x) = z? er
voksende pa intervallet [0,00].

1.4.3 Opgaver
Opgave 1 Lad f(z) = 2% og g(z) = Tz + 10.

a) Bestem (f o g)(x)
b) Bestem (g o f)(x)

Opgave 2 Lad f(z) = I og g(z) = /2.

a) Bestem (f o g)(x)
b) Bestem (go f)(x)
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Opgave 3 Find den ydre og den indre funktion, nar

a) f(z)=Vazt+z+10

b) f(z) =3z +2)

) J@) =

d) f(x) = 3(6x —2)* — 4(6x — 2) + 10

Opgave 4 Herunder ses grafen for en lineser funktion f.

N W ke ot & =

6 -5 —4 -3 —9 ]

a) Bestem ved afleesning f(—4) og f1(—2).
b) Bestem forskrifterne for f og for f~1.

¢) Tegn graferne i samme koordinatsystem.
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Opgave 5 En funktion f er givet ved f(x) = —3z + 6.

a) Tegn graferne for f og f~! i samme koordinatsystem.

b) Bestem forskriften for f=.

Opgave 6 Herunder ses grafen for den omvendte funktion, f~!, til en funktion f.

/

— 4 _3 2 1 1 2 3 4 5 6
_1,,

a) Bestem f(2).
b) Bestem skaeringspunktet med z-aksen for grafen for f.

¢) Bestem en forskrift for f.

Opgave 7 Find den inverse funktion f~! og tegn f og f~! i samme koordinatsy-
stem, nar:

a) f(z) =a®
b) f(z) =4z +8
c) flx)=a>+2forz >0
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1.5 Eksponential- og logaritmefunktioner

1.5.1 Det udvidede potensbegreb

Nar vi i det fglgende afsnit vil se pa funktioner, hvori der indgar udtryk som a”,
for a > 0 og x € R, sa er det ikke helt ligetil at retfeerdigggre, at man kan opfafte
et positivt tal a i en hvilken som helst potens x. Hvad vil man f.eks. forsta ved
udtrykket 3%9 eller endnu veerre 3?7 At gange '3’ sammen med sig selv ' gange’
er meningslgst.

Det kreever ikke sa lidt matematisk snilde og teknik, at finde meningen med den
sidste del, altsa 3™, sa det vil vi undlade. Vi vil blot bemaerke, at man faktisk kan
gore det og trgste os med at bade Nspire og lommeregnere ikke har problemer med
at beregne f.eks. 3.

At give mening til 3% er til gengaeld muligt, og det er formalet med dette afsnit

om det udvidede potensbegreb.

Potensregneregler

For et vilkarligt tal @ € R, og en naturligt tal n € N, defineres potensoplgftning,
som det er kendt fra grundskolen ved

n gange
Fra dette udleder man let potensregnereglerne (vi udleder dem ikke, men laeseren
opfordres til at overveje rigtigheden af reglerne), der for n,m € N og a,b € R siger:

1. a™-a™ = g™

2. —=ad""(

her skal n > m, da negative potenser endnu ikke er defineret, og a # 0)

3. a™-b" = (a-b)"

Vi gnsker nu at udvide begrebet potensoplgftning, sa det kommer til at omfatte
eksponenter, der kan veere nul, negative tal og til sidst brgker. Disse udvidelser skal
stadig opfylde ovenstaende regler. Det er helt afggrende, ellers bliver det noget rod
at regne med potenser.
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Fgrste udvidelse: eksponenten er nul

Vi analyserer situationen og ser, at hvis regel 1) skal gaelde, sa ma:

hvor vi konkluderer, at den eneste mulige made at definere potenser med eksponent
nul, er at seette a’ = 1. Dette bliver saledes nzeste regel:

6. a® =1

Man kan tjekke, at denne definition ikke er i modstrid med nogen af de fem grund-
leeggende potensregneregler fra forrige side, men det overlades til den interesserede
laeser at gore.

Anden udvidelse: eksponenten er et negativt helt tal

Igen laves en lille analyse. Vi bruger regneregel 1), som skal geelde, og ser pa

a®-a " = an—i—(—n) — v = aO _ 1’

altsa a™ - a=™ = 1. Heraf konkluderes at der ngdvendigvis ma gelde, at
1

an’

—n

a =
hvis det skal veere muligt at definere potenser med negativ eksponent.

Reglen for negative eksponenter bliver da:

Man kan igen tjekke, at denne regel ikke er i modstrid med nogen af de seks fo-
regaende, og vi kan saledes indfgre denne udvidelse, og bruge alle de kendte regler
stadigveek.

Tredje udvidelse: rationale eksponenter

Vi minder lige om, at et rationalt tal p € Q, er et tal, der kan skrives som en brgk
p =", hvor n,m € Z er hele tal. Vi gnsker altsa at give mening til udtryk som an.

Vi analyserer igen. I forste omgang undersgger vi udtrykket a%, ved hjalp af regel
5):
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Da det tal, som skal oplaftes i n’te for at give a, netop er den n’te rod af a, sa geelder

der altsa
1
CLH g {l/a

Med dette i baghovedet prgver at nu at undersgge a

m
n

= (a")7 = Yar,

313

= am'

3=

a
hvor vi til sidst brugte fgrste del af denne analyse.

Dermed bliver sidste regel

Nok en gange skal det neevnes at man kan tjekke at denne regel ikke er i modstrid
med nogen af de foregaende, sa vi har nu altsa lavet en udvidelse af potensbegrebet,
sa det omfatter potenser med rationale eksponenter.

Det skal dog lige bemaerkes, at denne sidste regel ikke geelder for alle veerdier af a.
Den geelder kun generelt for a > 0.

Potensregnereglerne bliver altsa, for alle n,m € Z og a € R:

1. a"-a™ = g™t
an

2. — = a"™™ (for a # 0)
a

1
a™

7. a "=

(for a # 0)
8. an = Yam (for a > 0)

Regel 7) kan egentligt udelades fordi den nu er indeholdt i regel 2).

Bemaerkning 1.4. Vi kan nu finde 3% idet 2,93 = 233 4 er

293

329 = 30 = 'V/3293 = 25,0015
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Bemaerkning 1.5. Af den sidste analyse fremgik det specielt, at man altid kan
udregne rgdder som potenser: )
Va = an

Det kan veere smart, da det ofte er hurtigere at indtaste en potens end en rod pa
en lommeregner eller en computer. I det hele taget kan det ofte veere lettere at have
med potenser at ggre end med rgdder.

I seerdeleshed er det veerd at notere sig, at dette betyder, at
Va=az,

hvilket er ganske anvendeligt i flere sammenhaenge.

o

Bemaerkning 1.6. Til sidst er det ogsa veerd at bemeerke at regnereglerne for
kvadratrgdder:

i. Va-b=a-Vb

7 _

b Vb

folger af potensregnereglerne, thi for a,b > 0 er
\/a-b:(a-b)% =a?-b2 =+a-Vb

Det er stillet som en opgave at bevise den anden kvadratrodsregel.

Den manglende udvidelse — lidt talngrderi

Som naevnt i starten af dette afsnit, sa mangler vi i princippet at udvide potensbe-
grebet til ogsa at omfatte irrationale tal, altsa tal, der ikke kan skrives som en brgk,
f.eks. 7, e,v/2 osv. Det er en betydeligt storre og sveerere opgave at gore dette, sa vi
undlader det her. Men vi er faktisk allerede kommet ret langt.

Der geelder nemlig, at de rationale tal ligger tet i de reelle. Det betyder, at der
til ethvert tal x uanset om det kan skrives som brgk eller ej, findes brgker (altsa
rationale tal), der kommer vilkarligt teet pa vores x. Det vi mangler, er altsa blot
hullerne i tallinjen (der hvor der ikke er rationale tal). At der sa er ret mangle huller
(faktisk overteelleligt uendeligt mange) veelger vi ikke at tage sa tungt.
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At forsta forskellen pa de rationale tal og de reelle tal, at de rationale tal ligger teet
i de reelle, og de irrationale tal udfylder hullerne 'mellem’ de rationale tal, er en
meget spaendende opgave, men det vil stjele fokus fra resten af denne note, sa det
udforsker vi ikke mere her. Den interesserede laeser opfordres til at spgrge sin leerer,
eller opsgge litteratur selv.

1.5.2 Eksponentialfunktioner
Forskrift

Forskriften for en eksponentialfunktion er

fa)=b-a”

hvor a > 0 og b > 0. Vi kalder konstanten a for fremskrivningsfaktoren og
konstanten b for begyndelsesvaerdien, da b angiver grafens skeering med y-aksen.

Det bemaerkes, at vi i forrige afsnit om det udvidede potensbegreb (Afsnit 1.5.1),
har gjort det klart at udtrykket a” giver mening for alle z € Q, altsa alle rationale
tal z (tal der kan skrives som brgker af heltal). Vi forklarede ikke, hvordan man kan
give mening til f.eks. a™, men i det folgende afsnit regner vi det for givet, at det
giver mening at se pa et udtryk som a” for a > 0 og alle = € R.

Graf

En eksponentialfunktion er enten voksende eller aftagende. Dette atheenger af frem-
skrivningsfaktoren a, som det ses pa graferne nedenfor.

—/ a<l1

Her er a > 1, sa eksponentialfunktionen er voksende. Her er a < 1, sa eksponentialfunktionen er aftagen-
de.

Der geelder desuden at z-aksen er vandret asymptote, dvs. at grafen for en ekspo-
netialfunktion vil komme taettere og teettere pa x-aksen uden nogensinde at ramme

35



Funktioner og ligninger side 36 af 99

den. For en voksende eksponentialfunktion gaelder dette ud mod minus uendelig og
for en aftagende ud mod plus uendelig (som det kan anes pa graferne ovenfor).

Grafen skeerer altid y-aksen i punktet (0,b) fordi f(0) =b-a"=b-1=0.

Fremskrivningsfaktor og vaekstrate

Fremskrivningsfaktoren skrives ofte som
a=1+r

hvor r kaldes vaekstraten. Hvis > 0 er a > 1 og dermed er f voksende. Der er
altsa tale om positiv vaekst. Hvis < 0 bliver a < 1, hvormed f aftager. Her er der
sa tale om negativ vaekst.

Vi tager lige et taleksempel som forklaring.

Eksempel 1.10. Vi ser fgrst pa en voksende eksponentialfunktion
f(z) =3-1,12%

Vived at a =1+, dvs. at 1,12 =1+, sar = 0,12 = 12%. Vakstraten er altsa
12%, hvilket betyder at f(z) vokser med 12% hver gang x vokser med 1. Dette kan
naturligvis ogsa indses bare ved at se pa forskriften. Bemaerk, at hvis vi fremskriver
x med 1, sa gaelder fplgende

f@+1)=b-a""'=b-a"-a= f(z)-a,

hvoraf det ses, at nar x fremskrives med 1 (der leegges 1 til x), sa ganges f(z) med
faktoren a; deraf navnet fremskrivningsfaktor. At gange med 1,12 svarer jo til at
foroge med 12%, hvilket passer med det ovenstaende.

Hvis vi har en aftagende eksponentialfunktion, er tankegangen helt den samme. For
f(z) =2-0.86"

er vaekstraten r = —0,14 = —14%, hvilket betyder at f aftager med 14%, nar x
forgges med 1. At gange med 0,86 svarer jo ogsa netop til at formindske en storrelse

med 14%.

Bestemmelse af forskrift ud fra to punkter

Kender vi to punkter pa grafen for en eksponentialfunktion, sa kan vi bestemme
forskriften (meget i stil med metoden fra linesere funktioner). Vi kan bruge formlerne
fra fglgende seetning:
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Saetning 1.2. Hvis P(x1,y1) og Q(x2,ys) er to forskellige punkter pa grafen
for eksponentialfunktionen f(x) =b-a®, sa kan a og b findes ved formlerne

- N
a= "YWL o b=—
Y1 a®1

Bevis. Hvis P(x1,y1) og Q(z2,y2) er punkter pa grafen for f(z) = b-a”, sa kan vi
indsaette punkternes koordinater i forskriften og danne to ligninger:

y1=>0-a" og yp=0-a"

Vi dividerer nu venstre side med venstre side og hgjre side med hgjre side i lignin-
gerne

Yo b-a™
y bean
Forst ser vi at b’erne gar ud med hinanden
Y2 a™
yoan

. T _
Nu bruger vi potensregnereglen %> = g%2~%1
a’l

% — ax2_$1
n

Og til sidst tager vi den xy — x1’ende rod:

Te1/ Y2
Y1

hvilket var det fgrste vi skulle bevise.

For at finde b isolerer vi bare i ligningen y; = b - a™ og far ved division med a®' pa
begge sider af lighedstegnet, at

y1 _ b-a™
att gn
hvilket giver det gnskede, nemlig
Y1
=

Den naturlige eksponentialfunktion

Hvis vi i forskriften f(z) = b-a” seetter b = 1 og hvis a har en ganske bestemt veerdi,
nemlig Fulers tal, e = 2,718281828 ... ., sa kalder vi funktionen

fx) =e*
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for den naturlige eksponentialfunktion. I videregaende matematik (og fysik) er
denne funktion enormt vigtig.

Der er mange mader, hvorpa man kan definere den naturlige eksponentialfunktion.
Vi gor det ved hjelp af en tangent:

Definition 1.6. Den naturlige eksponentialfunktion, e”, er dén eksponential-
funktion, der har en tangent med heeldning 11 (0,1).

Figur 1.3: Per definition har den naturlige eksponentialfunktionn f(z) = e® en tangent med
heeldning 11 (0,1).

Bemeerk, at den naturlige eksponentielfunktion er voksende (e er jo stgrre end 1) og
at den skeerer y-aksen i (0,1).

1.5.3 Logaritmefunktionerne

Nu skal vi definere to funktioner, der har nogle meget brugbare egenskaber, nemlig
10-talslogaritmen, log(z), og den naturlige logaritme, In(z).

Definition 1.7 (10-TALSLOGARITMEN). Vi definerer 10-talslogaritmen,
log(z), som den inverse funktion til eksponentialfunktionen f(x) = 10*. Altsa
den funktion som opfylder

log(10°) =z og 10@ =z
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Definition 1.8 (DEN NATURLIGE LOGARITME). Vi definerer den naturlige
logaritme, In(x), som den inverse funktion til den naturlige eksponential-
funktion f(x) = e”. Altsa den funktion som opfylder

In(e®) =z og e

Folgende specielle funktionsveerdier er veerd at bemaerke:

1 fordi In(e) = In(e') = 1 ifglge definitionen.
=0 fordi In(1) = In(e®) = 0 ifglge definitionen.
10) =1 fordi log(10) = log(10') = 1 ifplge definitionen.
1)=0 fordi log(1) =log(10%) = 0 ifglge definitionen.

Graferne for de to logaritmefunktioner, samt deres inverse funktioner e* og 107, er
tegnet i figuren herunder. Bemsaerk at y-aksen er lodret asymptote og at funktionerne
kun er definerede for z > 0.

. 10°

€

Figur 1.4: Da e® og In(z) er hinandens inverse, er deres grafer spejlet i linjen y = 2. Det samme
geelder for log(x) og 107.

Hvis man med ord skal forklare, hvad log(x) og In(z) er, sa kan man sige:

Resultatet af log(x) er det tal man skal oplofte 10 i for at fa x. Altsa at
y = log(z), netop hvis 10Y = z.

Tilsvarende for den naturlige logaritmefunktion kan man sige:

Resultatet af In(x) er det tal man skal oplgfte e i for at fa x. Altsa at
y = In(z), netop hvis e¥ = x.
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Logaritmeregneregler

Der findes fglgende regneregler for logaritmer, som er meget vigtige. Dels til lig-
ningslgsning, og dels som redskab i beviser. Logaritmeregnereglerne er formuleret i
folgende saetning:

Saetning 1.3. Hvisa > 0, b > 0 og © € R er et vilkarligt tal, sa gelder det
at:

1. log(a - b) =log(a) + log(b)
2. log (%) = log(a) — log(b)
3. log (a*) = z - log(a)

Samme regler geelder for den naturlige logaritme.

Bewis. Vi starter med 1). Her saetter vi a = 10'°8(@ (husk at 10% og log(x) er hinan-
dens inverse) og b = 105, S4 er

log(a - b) = log (101°g(“) : 101°g(b)) = log (101°g(“)+1°g(b)) = log(a) + log(b),

hvilket viser det gnskede. Undervejs benyttede vi potesregnereglern z¥ - 2% = a¥*t#
og ved sidste lighedstegn udnyttede vi igen at log(z) og 10” er hinandens inverse.

Regel 2) kan vises pa tilsvarende made, men for adspredelsens skyld ger vi noget
andet, nemlig bruger regel 1). Fgrst indser vi at a = § - b. Derfor er

log(a) = log <% : b) = log (%) + log(b).

Traekker vi log(b) fra pa begge sider af denne ligning opnas

log (%) = log(a) — log(b),
hvilket var det der skulle vises.
For regel 3) gor vi som i del 1) og seetter a = 108 s4 er
log (a®) = log ((101°g(“))x) = log (101°g(“)'x) = log(a) - z,

hvilket var det der skulle vises. Vi benyttede undervejs potensregnereglen (z¥)* =
x¥*, samt til sidst at log(x) og 10 er hinandens ionverse.

[ alle ovenstaende argumenter kan log(x) erstattes af In(z) og 10 af e”, hvilket viser
reglerne for den naturlige logaritme, In(x) ogsa. O
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1.5.4 Halverings- og fordoblingskonstant for eksponential-
funktioner

En meget vigtig egenskab for eksponentialfunktioner er, at de aftager eller vokser
med den samme procentsats, nar den ufheengige variabel, x, vokser med en bestemt
veerdi. Det vil altsa sige, at for en voksende eksponentialfunktion, kan vi finde en be-
stemt x-tilveekst, som vi kalder T5, saledes at hvis x vokser med veerdien 15, sa bliver
f(z) fordoblet. Dette kaldes fordoblingskonstanten eller fordoblingstiden.

Tilsvarende findes der for aftagende eksponentialfunktioner en halveringskonstant
ogsa kaldet halveringstiden, og den betegnes T%.

Fordoblingskonstanten kan findes vha. folgende saetning:

Saetning 1.4. Huvis f(xz) = b-a® er en voksende eksponentialfunktion, sa
findes fordoblingskonstanten ved folgende formel:

_ log(2)
log(a)

15

Bevis. Vi ser pa funktionen f(x) = b-a®, hvor a > 1, sa funktionen er voksende.
Betragt nu grafen (nedenfor), og gor folgende:
1. Velg et x.

2. Ga lodret op til grafen og derefter vandret hen til y-aksen, hvor veerdien for f(z)
markeres.

3. Verdien af f(z) fordobles ved at gange med 2, til 2f(z), der markeres pa y-
aksen.

4. Ga vandret hen til grafen, og lodret ned til z-aksen og markér veerdien. Af-
standen mellem de to markeringer pa x-aksen svarer til fordoblingskonstanten
1.
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f(z) bliver
fordoblet

Ts

Pa grafen kan vi se, der ma geelde at
2f(x) = f(z+ T2).
Indsaettes dette i forskriften f(x) =b-a”, sa far vi
2-b-a®=0b-a""?
Ved division med b pa begge sider af lighedstegnet gar disse ud med hinanden, og
vi far

2-a" =a"tT

Vi bruger nu en potensregneregel, der siger 72 = a® - a’2, sdledes vi far

Nu divideres med a” pa begge sider af lighedtegnet, sa disse gar ud med hinanden:
2 =a'?
Nu tager vi logaritmen pa begge sider af lighedstegnet og far
log(2) = log (aTQ)
Sa bruger vi logaritmeregneregel nummer 3 pa hgjresiden
log(2) = Ty - log(a)

og til sidst dividerer vi med log(a) pa begge sider af lighedstegnet, sa vi opnar det
gnskede:
log(2)

log(a)

=T5.
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Der geelder naturligvis en lignende seetning for aftagende eksponentialfunktioner og
halveringskonstant:

Setning 1.5. Huvis f(x) = b-a® er en aftagende eksponentialfunktion, sa
findes halveringskonstanten ved folgende formel:

- _ log(3)
> log(a)

Beuvis. Beviset er stort set identisk med forrige bevis, nar man blot bruger ne-
denstaende tegning i stedet:

\

f(@) 4
f(z) bliver

halveret

(@)

]

Bemaerkning 1.7. Vi kunne have brugt In i stedet for log i beviset. Dette ville give
de helt samme udregninger. Dermed geelder folgende formler ogsa:
@ ()

In(a) . 2 In(a)

1.5.5 Alternative forskrifter for eksponentialfunktioner

Vil vil uden bevis anfgre, at hvis en voksende eksponentialfunktion har forskriften
f(z) =0b-a”, sa kan forskriften laves om til

flz)=0b-27.
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hvor T, er fordoblingskonstanten. Er eksponentialfunktionen aftagende bliver for-
skriften selvfglgelig

Vi har desuden mulighed for at omskrive enhver eksponentialfunktion f(z) = b-a® til

en hvor Eulers tal indgar (dette bruges meget i videregaende matematik). Forskiften
er

fla)=b-et*

hvor k = In(a). Dette geelder bade for voksende og aftagende eksponentialfunktioner.

1.5.6 Ligninger med eksponentielle eller logaritmiske ud-
tryk

Som vi skal se i dette afsnit, sa giver logaritmefunktionerne en ny mulighed, ogsa i
ligningslgsning. Skal vi eksempelvis lgse en ligning, med = som eksponent kommer
man (ofte) til kort, hvis ikke man kender logaritmerne.

Lad os tage et eksempel:

Eksempel 1.11. Vi skal Igse ligningen 10 - 3% = 50.
Forste trin er at dividere med 10:
3*=5

naeste trin er at tage In pa begge sider af lighedstegnet
In(3*) = In(5)

Nu bruger vi logaritmeregneregel 3:
xIn(3) = In(5)

hvor vi nu let isolerer zx:

In(5)

In(3)
Dette er Igsningen til ligningen. Man kan ikke i hovedet udregne talveerdien for
= }Egg;, men det er ogsa helt ok. Man kalder dette for den eksakte lgsning. Med
en lommeregner eller computer kan vi beregne, at x ~ 1,465.

o

Bemaerkning 1.8. Det ville veere lige sa godt, at benytte 10-talslogaritmen i

ovenstaende eksempel. Resultatet er det samme. Der geelder faktisk, at }Eg = }Zig;

%
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Vi laver lige et enkelt eksempel mere, med en lidt mere avanceret ligning:

Eksempel 1.12. Vi skal lgse ligningen 2 - 53718 = 8 . 52

Forste trin er at dividere med 2:

53m+8 — 4 . 5:)3
Derneaest dividerer vi med 5*
53x+8
=4
5&:

Nu bruger vi potensregnereglen Z—z =a" Y
lus—r _ 4
neeste trin er at tage In pa begge sider af lighedstegnet
In(5%**#) = In(4)
Nu bruger vi logaritmeregneregel 3:
(2z + 8)In(5) = In(4)

hvor vi nu isolerer = (teenk selv over mellemregningerne):

Dette er i gvrigt x =~ —3,569. Igen vil brug af log give samme resultat.

&

Vi har i ligningerne udnyttet, at vi med In kan ’hive potensen ned foran’. Det
ekstremt vigtigt i denne type af ligninger.

Omvendt kunne man ogsa forestille sig en ligning, hvor der optraeder en logaritme:

Eksempel 1.13. Lad os lgse ligningen 3log(4z + 8) = 9.
Vi starter med at dividere med 3:

log(4x +8) =3
Derefter tager vi '10 i z’te’ pa hver side af lighedstegnet

1010g(4x+8) — 103
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Husk nu pa at 10° og log(z) er hinandens omvendte funktioner, sa de ophaever
hinanden. Derfor bliver ligningen

4x + 8 = 1000,
hvor vi hurtigt kan isolere x (udfgr selv mellemregningerne):

T = 248.

&

Bemaerkning 1.9. Man begr i denne type ligninger pa forhand overveje, hvilke -
veerdier det giver mening at finde lgsninger i blandt. Dette kaldes ligningens grund-
mangde. 1 ovenstaende eksempel er grundmengden |—2,00], da vi kreever at 4z+8 >
0. Man bgr for sa vidt ggre dette i alle typer af ligninger, men det er dog ikke noget
vi vil ggre mere ud af her.
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1.5.7 Opgaver

Opgave 1

Opgave 2

Opgave 3

Opgave 4

Opgave 5

Opgave 6

Opgave 7

(Uden hjeelpemidler) Bestem forsriften for den eksponentialfunktion,
der gar gennem punkterne (1,8) og (3,32)

(Uden hjeelpemidler) Bestem forsriften for den eksponentialfunktion,
der gar gennem punkterne (—1,1) og (2,64)

(Uden hjeelpemidler) Beregn tallene

a) 3log(2) + log(25) + log(b)

b) log(2) + log(20) + 21og(5) — log(10)
c) 2log(4) + 4log(5)

Bestem forskriften for eksponentialfunktionen gennem punkterne
a) (_2710) og (371)

b) (0,7) og (10,49)

c) (1,1) og (2,2)

En eksponentialfunktion f gar gennem punkterne P(10,4) og Q)(2,62).

a) Bestem en forskrift for f.
b) Hvor mange procent aftager f(z) med nar x vokser med én?

¢) Bestem halveringskonstanten.

En eksponentialfunktion f gar gennem punkterne P(8,20) og Q(12,62).

a) Bestem en forskrift for f.
b) Hvor mange vokser f(z) med nar z vokser med én?

c¢) Bestem fordoblingskonstanten.

Bestem forskriften for eksponentialfunktionen f, nar der oplyses at:

a) T, =10 og (3,9) ligger pa grafen.
b) Ty =5 og (0,45) ligger pa grafen.
c) f(1) =3 og f(38) =273
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Opgave 8

Opgave 9

Opgave 10

Dette er en teoretisk opgaver om fordobling og halvering. Vi betragter
f(x) =b-er.

a) Vis, at for voksende eksponentialfunktioner er

In(2)

T, i

b) Vis, at In(2) = —In(3)

c¢) Vis, at for aftagende eksponentialfuntioner er

In(2)

Ty =

Bestem halverings/fordoblingskonstamt, samt fremskrivningsfaktor og
vaekstrate for folgende funktioner:

5

¢ o
N N e e e N N

<
8

o,

8

,_,.3
8

(]
/-\/\/\/&\/\/-\/-\/-\

8

T T e

4 . @—0,00023z

=

Antallet af kerner i en klump bestaende af det radioaktive stof plutonium-
239, kan beskrives ved formlen:

N(t) =1.23. 1021 . e—0.000029t
hvor ¢ er malt i ar og N(t) er de tilbageveerende plutonium-239 kerner.

a) Bestem halveringstiden for plutonium-239.
b) Hvor mange kerner er der tilbage efter 100000 ar?

c) Hvor lang tid skal der ga, for antallet af kerner er reduceret til 1%7
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Opgave 11 12006 opgjorde man Danmarks skovareal til 6000 km?.

Opgave 12

Opgave 13

Opgave 14

Opgave 15

a) Opstil en model for udviklingen i skovarealet, nar det antages, at

det vokser med 0,3 % om aret.

Bestem skovarealet i 2089 ifplge denne model.

Folketinget satte i 1989 som mal, at skovarealet i 2089 skulle vaere 8600

km?2.

b) Hvad skal den gennemsnitlige arlige procentvise stigning veere i pe-
rioden 2006- 2089, hvis skovarealet i 2089 skal na op pa 8600 km??

I en epidemis begyndelse spredes en sygdom saledes, at antallet af
smittede forgges med 21%, for hver uge der gar efter tidspunktet, hvor
sygdommen blev registreret. Da sygdommen blev registreret var der

153 smittede.

a) Indfgr passende variable og opstil et udtryk, der beskriver antal-
let af smittede som funktion af antal uger efter sygdommen blev

registreret.

b) Hvad er fordoblingkonstanten og hvad betyder dette tal?

Lgs ligningerne:

(Udfordring) Lgs ligningen 9% + 9% + 9% = 34035,

Lgs ligningerne:
a) log(20z) =5
b) In(2x + 1) =10
c) 6log(z) =9
d) log(z* +19) =2
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Opgave 16

Opgave 17

Tabellen viser udviklingen i antallet af unge, der har problemer med
at betale deres SU-gaeld.

Ar 2005 2006 2007 2008 2009 2010

Antal 43 000 | 45900 | 48 700 | 51 600 | 54 700 | 57 800

Det oplyses, at antallet f(x) af unge med SU-gaeldsproblemer med god
tilnaermelse kan beskrives ved funktionen

flx)y=0b-a",
hvor z er antal ar efter 2005.

a) Bestem tallene a og b.
b) Forklar betydningen af tallene a og b.
¢) Bestem fordoblingstiden, og forklar betydningen af dette tal.

Hvert ar opggres de danske bankers samlede nettogebyrindteegt for
1. halvar, her kaldet DHN. Tabellen viser DHN for hvert af arene i
perioden 2002-2006.

Arstal 2002 2003 2004 2005 2006
DHN (mia. kr.) 6,697 | 7,160 | 8,137 | 8,408 | 10,538

I en model antages det, at DHN (mia. kr.) som funktion af tiden x
(antal ar efter 2002) med god tilneermelse kan beskrives ved en ekspo-
nentiel udvikling f.

a) Benyt tabellens data til at bestemme en forskrift for f.

b) Benyt modellen til at bestemme DHN for 2007 og til at bestemme
fordoblingskonstanten for DHN.

20



Funktioner og ligninger side 51 af 99

Opgave 18

Opgave 19

Opgave 20

Opgave 21

I tabellen ses indbyggertallene for staten New York og staten Florida i
ar 2000.

Indbyggertal i ar Arlig vaekstrate i
2000 (mio.) perioden 1990-2000
Staten New York 18,98 0,54%
Staten Florida 15,98 2.13%

Endvidere ses de arlige vaekstrater for de to stater i perioden 1990-2000.

a) Bestem, hvor mange procent indbyggertallet i alt voksede i Florida
i perioden 1990-2000, og bestem indbyggertallet i Florida i 2007,
hvis det forudseettes, at veeksten efter ar 2000 fortsaetter pa samme
made som i perioden 1990-2000.

b) Bestem, hvornar de to stater vil have lige mange indbyggere, hvis
det forudsaettes, at vacksten i de to stater efter ar 2000 fortsaetter
pa samme made som i perioden 1990-2000.

¢) Bestem fordoblingstiden for indbyggertallet i de to stater.

Begrund, hvilke af funktionerne

g(x) = 0,34-127°, h(z) =341-0,12° og k(z)=72-4,2°

der er voksende, og bestem en forskrift for den eksponentielt voksende
funktion f, der har veekstrate 20%, og for hvilken f(0) = 10.

I 2005 var bevillingerne til forskning og uddannelse i et bestemt land
20 mia. kr. Det bliver besluttet, at disse bevillinger skal stige med en
fast arlig procent, sa de i 2020 nar op pa 60 mia. kr.

a) Bestem den arlige procentvise stigning i bevillingerne.

I perioden 1980-2000 kan antallet af retspsykiatriske patienter under
tilsyn beskrives ved modellen

f(t) =297-1,0679", 0 <t <20,

hvor f(t) er antallet af retspsykiatriske patienter under tilsyn til tids-
punktet ¢ (malt i ar efter 1980).

a) Bestem en fordoblingstiden for f(¢) og forklar hvad dette tal bety-
der.

b) Gor rede for, hvad konstanterne i modellen forteeller om udviklingen
i antallet af retspsykiatriske patienter under tilsyn i perioden 1980-
2000.
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Opgave 22 Bevis regel nummer 2 for kvadratrgdder:

Opgave 23 Bevis, at hvis f = b-a®, sa er f(x) =b-e* hvor k = In(a).

Opgave 24 Nedenstaende er mellemregningerne i et bevis for at, hvis f er en vok-
sende eksponentialfunktion, f(z) =b-a” med a > 1, sa kan f skrives
som

flz)=b-2%

Opgaven er at forklare alle detaljer, dvs. iseer forklare hvilke regneregler
der er brugt, udfylde eventuelle manglende mellemregninger og ggre det
klart, hvorfor beviset faktisk beviser det gnskede.

Beuvis.
b-a®=b-27
In(a) = = - In(2)
s na)=—-11m
15

Opgave 25 Bevis, at hvis a < 1, sa er

€T

fl@)=b-a"=0b- (1)

Opgave 26 Bevis, at In(x) og log(x) er proportionale. Bevis mere specifikt, at
a) In(z) = In(10) - log(x)
b) log(z) = log(e) - In(x)
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1.6 Potensfunktioner

1.6.1 Forskrift

Forskriften for en potensfunktion er

fa)=b-at

Her skal b > 0 og x > 0, mens a € R kan veere et vilkarligt tal.

Vi husker pa, at der gaelder
_ 1
p =
p
saledes er det klart at hvis a < 0, f.eks. —3, i forskriften ovenfor, sa kan forskriften
ogsa skrives saledes:

f(:v):b-:v_?’:b-%

hvoraf det kan ses at nar x vokser sa bliver brgken mindre og mindre, og dermed
bliver funktionsveerdien mindre og mindre. Dette betyder at en potensfunktion er
aftagende, nar a < 0. Er a = 0, sa er

f(x)=b-2"=b-2"=b-1=0,

hvorfor funktionen er konstant lig med b og dermed er grafen en vandret linje. Hvis
a > 0 er funktionen voksende. Dette er illustreret nedenfor.

1.6.2 Graf

Der er fem mulige graftyper for potensfunktioner athaengigt af veerdien af a. Disse
ses her:

0<a<l1

a<0
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Bemaerk, at alle grafer gar gennem punktet (1,b), fordi

F1)=b-1"=b-1=b.

1.6.3 Bestemmelse af forskrift ud fra to punkter

Kender vi to punkter pa grafen for en potensfunktion, sa kan vi bestemme forskriften
(helt i stil med metoden fra linesere og eksponentielle funktioner). Vi kan bruge
formlerne fra fglgende seetning:

Saetning 1.6. Hvis P(x1,y1) og Q(x2,ys) er to forskellige punkter pa grafen
for potensfunktionen f(x) =0b-x*, sa kan a og b findes ved formlerne

_ log(ya) — log(y1) 0 __h
= log(xs) — log(x) g (z1)®

Bevis. Hvis P(z1,y1) og Q(x2,y2) er punkter pa grafen for f(z) = b- 2%, sa kan vi
indseette punkternes koordinater i forskriften og danne to ligninger:

1 =0b-(x1)* og yo=0b-(x)"

Vi dividerer nu venstre side med venstre side og hgjre side med hgjre side i lignin-
gerne

Y2 _ b (22)®
y1 b (x1)
Forst ser vi at b’erne gar ud med hinanden
Y2 (x2)"
v (z1)°

Eii)a = (£2)" pa hejresiden og far

)e T

b2 _ (ﬂ)“

hn T

Nu tages logaritmen pa begge sider af lighedstegnet

o (2) ()

Logaritmeregneregel 3 bruges pa hgjresiden
Yo L2
log (—) =a-log (—)
Y1 1

o4
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og vi dividerer med log (;—f) pa begge sider af lighedstegnet

os ()
log (%)

og til sidst bruges logaritmeregneregel nummer 2 bade i teeller og naevner

o — log(y2) — log(y1)
log(z2) — log(1)

hvilket var det forste vi skulle bevise.

For at finde b isolerer vi bare i ligningen y; = b- (x1)® og far ved division med (z)*
pa begge sider af lighedstegnet, at

hvilket feerdigggr beviset. [

Bemaerkning 1.10. Havde vi i beviset ovenfor valgt at bruge In i stedet for log, sa
var udregningerne blevet helt de samme. Formlen er saledes ogsa gyldig med In:

_ In(ys) — In(y1)
In(xg) — In(zq)

1.6.4 Procent-procent-veaekst

En speciel egenskab for potensfunktioner er, at hvis den uathaengige variabel x vokser
med en bestemt procentsats, r,, (uanset udgangspunktet for ), sa vil den atheengige
variabel f(x) ogsa vokse med en bestemt procentsats, r,. Dette kaldes nogen gange
for procent-procent-veekst.

Husk pa, at hvis = skal vokse med en bestemt procentsats, f.eks. 73%, sa kan man
udregne dette ved at gange med 1,73. Hvis x skal aftage med 42%, sa kan man
gange med 0,58 osv. Vi vil nu se pa, hvad der sker med f(z), nar vi ganger  med en
konstant k, som er stgrre end nul (dette k svarer f.eks. til de 1,73 eller 0,52 ovenfor).

Vi lader nu k£ > 0 og udregner f(k - x)
flk-z)=b-(k-2)*=0b-2% k%= f(x) - k°

hvor vi i udregningen fgrst satte ind i forskriften og dernsest brugte potensregnereg-
len (p-q)" =p™ - q". Af dette kan vi konkludere folgende om potensfunktioner:
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Hvis x ganges med et tal k (som er storre end nul), sa vil det medfore at
f(z) ganges med tallet k°.

Dette kan ogsa formuleres lidt anderledes, hvilket vi vil ggre nu. Hvis vi skriver
k =1+ r,, hvor altsa r, er den procentsats (skrevet som decimaltal) som z skal
vokse eller aftage med. Sa vil (ifglge det ovenstaende) f(x) vokse/aftage med en
procentsats, der svarer til at gange med k“. Vi kan derfor skrive 1 4 r, = k%, hvor
altsa r, er den procentsats (skrevet som decimaltal), hvormed f(x) vokser/aftager.
Kombineres dette opnar vi formlen

L4+r, = (14ry)"
Eksempel 1.14. Vi tager lige et eksempel. Vi ser pa potensfunktionen
flr) =22t
a) Beregn hvor mange procent f(z) vokser med nar z vokser med 34%:
Vi ser at r, = 0,34 fordi det svarer til 34%. Vi vil finde r, i ovenstaende formel:
L+r,=(147,)"=(1+0,34)"% = 1,34"% = 1,60661

hvoraf det ses at r, = 0,60661 = 60,661%. Og dermed vil f(x) vokse med cirka
60,7%, nar x vokser med 34%.

b): Beregn hvor mange procent z skal vokset med, hvis f(x) skal vokse med 29%:
Her skal vi finde r,, nar r, = 0,29. Dette ggres ved at lgse ligningen
1+0,29 = (1 +7,)"%?

dette kan ggres i handen eller i Nspire. Resultatet er r, = 0.17021 = 17,021%,
hvilket betyder at z skal vokse med cirka 17%, hvis f(z) skal vokse med 29%.

c): Beregn hvor mange procent x skal aftage, hvis f(z) skal aftage med 47%. Vi skal
igen finde r,, i tilfeeldet hvor r, = —47% = —0,47. Vi lgser ligningen

1—047 = (1 +1r,)"%

Resultatet er r, = —0,324228 = —32,4228%. Altsa skal z aftage med cirka 32,4%
for at f(x) aftager med 47%.
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1.6.5 Opgaver

Opgave 1

Opgave 2

Opgave 3

Opgave 4

Opgave 5

Bestem forskriften for den potensfunktion, der gar gennem punkterne

a) P(2,2) og Q(10,6)
b) P(1,3) og Q(4,1)
c) P(3,1) og Q(5,15)

En potensfunktion f gar gennem punkterne P(3,4) og Q(6,22).

a) Bestem en forskrift for f.

b) For hvilket = er f(z) = 100

¢) Hvor mange procent vokser f(z) med nar x vokser med 25%7?
)

d) Hvor mange procent skal x vokse med for at f(x) vokser med 56%.

Lad f(z) =3-2'7.

a) Hvor mange procent vokser f(x) med nar x vokser med 15%7

b) Hvor mange procent skal z vokse med for at f(z) vokser med 39%?

Lad f(z) = 3-2%2

a) Hvor mange procent vokser f(x) med nar x vokser med 54%7

b) Hvor mange procent skal z vokse med for at f(z) vokser med 20%?

Lad f(x) =2 27123

a) Hvor mange procent aftager f(x) med nar x vokser med 85%7

b) Hvor mange procent skal x vokse med for at f(x) aftager med 45%7
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Opgave 6 Tabellen viser verdensrekorderne i veegtlgftning for kvinder i forskellige

Opgave 7

vaegtklasser.
Vaegtklasse (kg) 48 53 58 63 69
Verdensrekord (kg) | 217 230 251 257 286

Sammenhangen kan beskrives ved modellen

fla)=b-a*,

hvor x er vaegtklassen, malt i kg, og f(z) er verdensrekorden, malt i

kg.

a) Bestem tallene a og b ved at bruge alle tabellens oplysninger.

b) Bestem verdensrekorden for kvinder i veegtklassen 75 kg ifplge mo-

dellen.

Kommentér dette resultat, nar det oplyses, at den faktiske verdens-

rekord i denne vaegtklasse er 296 kg.

For kaffedaser med en bestemt hgjde kan
rumfanget V', malt i cm®, beregnes ved hjalp
af formlen

V =375-r%

hvor r er dasens radius, malt i cm.

En dase med denne hgjde har en radius pa
4,0 cm.

a) Bestem rumfanget af denne dase.

Producenten ¢gnsker en dase med samme
hgjde, men med det dobbelte rumfang.

b) Hvor mange procent stgrre skal radius sa
veere?
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Opgave 8

Opgave 9

Undersggelser har vist, at det arlige antal bilulykker med personskade
pa en bestemt vejstraekning kan beregnes af formlen

f(z) =0,0025 - 2%

Her betyder x den tilladte hastighed (malt i km/t), og f(z) betyder
det arlige antal bilulykker med personskade pa vejstraekningen.

a) Bestem det arlige antal bilulykker med personskade pa vejstraek-
ningen, hvis den tilladte hastighed er 80 km/t.

Man overvejer at tillade en hgjere hastighed pa vejstreekningen.

b) Hvor mange procent vil antallet af bilulykker med personskade stige,
hvis man satter den tilladte hastighed op med 12,5 %?

Tabellen viser sammenhgrende veerdier af hgjde og rumfang for en be-
stemt serie af karafler.

Hgjde (cm) 5 10 15 20 25 30
Rumfang (cm?) | 20 | 157 | 530 | 1256 | 2453 | 4239

I en model antages det, at sammenhaengen mellem hgjde og rumfang
kan beskrives ved en funktion af typen V(x) = b-z%, hvor V() betegner
rumfanget (malt i cm?), og = betegner hgjden (malt i cm).

a) Benyt tabellens data til at bestemme en forskrift for V.

b) Bestem hgjden af en karaffel, der skal kunne rumme 2000 cm?.

¢) Bestem hvor mange procent rumfanget af en karaffel i denne serie
eendres med, nar hgjden gges med 10%.
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Opgave 10

Opgave 11

Nar en kveegavler skal bestemme veaegten af en kvie, kan han male
omkredsen af dyrets bryst (bringemalet) og derefter finde veegten i en
tabel. Tabellen viser sammenhsengen mellem bringemal og veaegt for
kvier af Jersey-racen.

Bringemal (cm) | 62,0 | 75,0 | 82,5 | 97,0 | 113,0 | 148,5 | 162,5
Vaegt (kg) 254 | 32,6 | 46,3 | 82,1 | 126 | 236 | 335

Denne sammenheng kan med god tilnsermelse beskrives ved
Yy = b-x )
hvor z er bringemalet (cm) og y er vaegten (kg).

a) Bestem tallene a og b.
b) Bestem vaegten af en kvie med bringemal 130 cm i fglge modellen.

c) Bestem bringemalet af en kvie der vejer 350 kg i folge modellen.

Nogle floder forgrener sig over omrader med flere flodlgb. Derved dan-
nes et flodbassin. Der gelder med god tilnsermelse en sammenhaeng af
formen (Hack’s lov)

log(y) = 0,59 - log(x) + 0,18,

hvor z er arealet (malt i km?) af flodbassinet, og y er det leengste
flodlgb (malt i km) i bassinet.

a) Bestem arealet af flodbassinet Big Creek, hvor det leengste flodlgb
er 21,5 km.

Sammenhaengen mellem x og y kan ogsa skrives pa formen y =b-x®.

b) Bestem tallene a og b.
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1.7 Trigonometriske funktioner

1.7.1 Radian

Vi er vant til at male vinkler i grader, men i visse sammenhaenge er det mere hen-
sigtsmaessigt, at finde et nyt vinkelmal. Lidt ligesom det i nogen sammenhaenge kan
veere smart at male vaegten af noget i gram, og i andre sammenhaenge i tons. Vores
nye vinkelmal kaldes radian, og er defineret her:

Definition 1.9. Radiantallet for en vinkel v er defineret som lsengden af
den cirkelbue i enhedscirklen, som vinklen speender over. Radianmalet regnes
positivt i positiv omlgbsretning, og negativt i negativ omlgbsretning.

<
Il
coly

v = 60°

v = —45°

Figur 1.5: P4 figuren kan vi se to vinkler med deres ssedvanlige vinkelmal i grader. Ligeledes
er der vinkelbuer, som vinklerne spander over pa enhedscirklen indtegnet (med redt), og det
tilhgrende radiantal er angivet.

Da enhedscirklens omkreds er 27, sa er det klart, at der gaelder
360° = 2.

Vi kan derfor omregne fra radian til grader eller omvendt ved fglgende formler:

2m o 360°
Ugrader = Urad °
3600 OB Verad 4 on

Urad = Ugrader *
Af disse formler fremgar det ogsa, som det ogsa ses pa figuren ovenfor, at en vinkel

pa 60° svarer til £ malt i radian (en sjettedel af 27), og at en vinkel pa —45° svarer
til —7 malt i radian (en ottendedel af 27, med minus foran).

61



Funktioner og ligninger side 62 af 99

1.7.2 Definition af de trigonometriske funktioner

Med radianmalet pa plads kan vi definere de trogonometriske funktioner sinus og
cosinus:

Definition 1.10. Funktionen cos(x) defineres som fgrstekoordinaten til ret-
ningspunktet P for vinklen x malt i radian. Tilsvarende defineres funktionen
sin(x) som andenkoordinaten til retningspunktet P for vinklen z malt i radian.

Figur 1.6: Pa figuren er P retningspunktet for vinklen z malt i radian. De trigonometriske
funktioner cos(x) og sin(x) er henholdsvis forste- og andenkoordinaten til P.

Funktionerne cos(z) og sin(z) er definerede for alle x € R, mens deres veerdimaengde
er intervallet [—1,1].

Vi kan nu ogsa definere tangens:

Definition 1.11. Funktionen tan(z) defineres som brgken:

sin(z)

tan(z) = cos(@)’

Dette giver kun mening, nar cos(z) # 0, det vil sige, at tangens ikke er defi-
neret for z = 7 +p -, hvor p € Z.
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1.7.3 Grafer

Graferne for sin(z) og cos(x) er meget bemeerkelsesveerdige. Herunder kommer et
geometrisk argument for forlgbet for grafen for sin(x). Vi tager udgangspunkt i
figuren:

Da sin(z) er andenkoordinaten for retningspunktet, sa kan vi tegne grafen for sin(z),
ved til hver veerdi z (malt i radian) pa enhedscirklen, at ga et tilsvarende stykke ud
pa z-aksen, for derefter at afssette et punkt pa grafen i samme hgjde (dvs. samme
andenkoordinat), som retningspunktet pa enhedscirklen. Dette er illustreret i to
tilfeelde ovenfor (rodt og blat). For hvert x € [0,27] kan noget tilsvarende ggres, og
sa opnar man grafen dom ses ovenfor. Fortsaetter vi rundt og rundt pa enhedscirklen,
sa fortseetter grafen med at gentage sig selv.

Man kan lave noget helt tilsvarende for cos(z), her bliver det hele bare forskudt
med 7. Dette betyder at graferne for cos(z) og sin(z) er identiske, bare forskudt af
hinanden. Dette ses herunder:

Det er klart fra definitionen, at cos(x) = cos(z + p-27) og at sin(x) = sin(z + p- 27)
for p € Z, idet man ikke kan se forskel pa, om man har roteret et antal gange
rundt pa enhedscirklen. Man siger at cos(z) og sin(z) er 2m-periodiske, altsa at de
gentager sig selv i perioder pa 2m. Dette ses ogsa pa graferne.

Grafen for tan(z) vil ikke komme naermere ind pa. Den interesserede laeser opfordres
til at tegne den selv, gerne i Nspire.
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1.7.4 Trigonometriske ligninger

At lgse ligninger i handen, der involverer cosinus og sinus er potentielt lidt af en
kunst. Det er et speendende emne, som vi dog ikke rigtigt vil komme naermere ind
pa her.

I stedet vil vi fokusere pa at bruge Nspire til at lgse de ligninger vi kommer ud for.
Det kan dog i sig selv veere sveert nok. Inden vi kaster os ud i at lgse ligninger i
Nspire, sa skal vi dog lige ggre os visse overvejelser forst.

Lad os tage udgangspunkt i lignigen
sin(z) = =

Hvis vi tegner graferne for f(z) = sin(z) og g(z) = 1, s ser vi at disse har uendeligt
mange skeaeringspunkter:

f ¢ f f f f \ f f f f f \
-4 - -2 -1 0 1 2 SW 7 8 9 \
14
x

Vi kan altsa hurtigt indse at ligningen har uendeligt mange lgsninger. Dette afspejler
sig ogsa i enhedscirklen:

IE:%—F]}'QW

Figur 1.7: Viser at 2 = & loser ligningen, men vi ser ogsa, at for hver omgang vi roterer pa
enhedscirklen for vi en ny lgsning. Derfor er alle tal pa formen xz = § + p- 27 for p € Z en lgsning
til ligningen. Det samme gaelder for x = %’T +p-27.

Som vi skrev for, sa vil vi ikke ggre noget stort nummer ud af at Igse ligninger som
denne i handen. Sa ovenstaende er blot taget med for at forsta lidt af hvad der sker
i Nspire ved lgsning af trigonometriske ligninger.
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Lgsning af denne ligning i Nspire giver fglgende lettere ubehagelige svar:

. m 5:'m
solve(sm(r)= .t) » x=2- nl- n+— or x=2-nlI- n+—
6 6

1 | =

Ser man godt efter, sa kan man dog hurtigt indse at dette blot er en anden udgave
af de lgsninger vi fandt frem til for. Den eneste forskel er sadan set at Nspire kalder
p for n1.

Nu er det imidlertid sadan, at der (neesten) altid fglger en grundmaengde med til den
trigonometriske ligning man skal lgse, eller en definitionsmeengde til den trigonome-
triske funktion vi skal bruge, sa lgsningerne skal (neesten) altid sgges i et bestemt
interval. Hvis vi saledes skal finde lgsninger til ligningen i intervallet [0,47], skriver
vi blot i Nspire:

4

) 1 ~ m 57 13297 j ot
solve sm(_\')=—,_\ [0=x<4: 7 » x=— or x=—— or x=—— or x=
2 6 6 6

hvor det ikke er noget problem at aflaese lgsningerne.

Ved lgsning af trigonomeriske ligninger i Nspire, sa HUSK:

1. at bruge begreensningerne, som (naesten) altid er givet i opgaven, sa du
ikke far uendeligt mange lgsninger.

2. at dobbeltjekke at dine vinkelindstillinger er sat til radian, hvis dine re-
sultater bliver maerkelige.

1.7.5 Harmoniske svingninger

Funktionen
f(x)=Asin(w-x+¢)+d

hvor A,w > 0, og ¢, d € R beskriver det vi kalder en harmonisk svingning.

En harmonisk svingning kan bruges til at modellere periodiske fseenomener, som
bglger, tidevand, et svingende pendul osv.

Konstanterne A, w, ¢ og d er med til at fastlaeegge grafen for svingningen. Disse har
folgende betydning:
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e A fastleegger hgjden pa kurvens udsving (bglgens amplitude). Dette ses pa grafen
herunder:

A=3
3+

A=2
2 4

A=1
1+

e w kaldes vinkelfrekvensen eller vinkelhastigheden. Vinkelfrekvensen angiver, hvor
mange svingninger per 27 radianer funktionen har. Vinkelfrekvensen haenger sam-
men med perioden for f, som vi talder T, pa folgende made:

T=2T.
w

Effekten af vinkelfrekvensen er illustreret nedenfor:

e ¢ kaldes faseforskydningen. Faseforskydningen afggr hvorledes grafen er parallel-
forskudt i z-aksens retning. Der geaelder i almindelighed at for h > 0 vil grafen
for en funktion f blive parallelforskudt med h mod hgjre, nar h treekkes fra x:
f(z—h) og med h mod venstre, hvis h leegges til z: f(x + h). Dette bruger vi nu,
idet vi laegger h til = i sin(w - ) (h kan veere made positiv og negativ):

sin(w(z + h)) =sin(w -z +w - h)
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hvoraf det ses at, hvis ¢ = w-h, sa er f parallelforskudt med h = £ mod venstre,
hvis ¢ > 0 og tilsvarende mod hgjre, hvis ¢ < 0. For w = 1 er effekten af ¢
indtegnet nedenfor:

2.7

e d kaldes ligeveegtsveerdien, og betegner den y-veerdi, hvor 'midten’” af grafen be-
finder sig. Dette betyder, at d angiver parallelforskydningen i y-aksens retning.
Dette er ogsa eksemplificeret nedenfor:

Bemaerk, at d tkke 1 almindelighed angiver skeering med y-aksen. Det er kun
tilfeeldet, hvis der samtidigt gaelder ¢ = 0 (eller at ¢ er et multiplum af 27),
hvilket er tilfeeldet for funktionerne tegnet ovenfor.
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1.7.6 Opgaver

Opgave 1 I de nedenstaende opgaver skal du forst lave en skitse, der indholder en-
hedscirklen med den pagaeldende vinkel indtegnet. Dette skal du bruge
til at finde radiantallet, der hgrer til vinklen, nar vinklen er:

a) 90° b) 180° c) 270° d) 45°
e) 60° f) 30° g) 120° h) 75°
i) —60° i) —30° k) —120° ) —75°

Opgave 2 Hvad er gradtallet, der hgrer til folgende radiantal:

a) § b) -4 c) 15 d) -
e) o f)y =3¢ g) 8w h) —4rn

Opgave 3 Beregn eller aflaes fra en tegning folgende veerdier (hvor alle vinkler er
malt i radian):

a) cos(m) b) sin(m) c) cos(—m) d) sin(—m)
e) cos(%) f) sin(3) g) cos(3) h) sin(—%)
i) cos(—7) j) sin(=%) k) cos(0) 1) sin(0)

m) tan(0) n) tan(m) o) tan(—m) p) tan(%)

Opgave 4 Overvej, ved at se pa graferne (og evt stottet af udregninger), hvilke
af fglge pastande der er korrekte:

R NE R N

Opgave 5 Lgs folgende ligninger. Metoden er valgfri.

a) sin(z) = 3 for 0 <z < 2.
b) cos(z) =0 for —7 <z < 7.

¢) sin(x) =0 for =27 <z < 27.
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Opgave 6

Opgave 7

Opgave 8

Brug Nspire til at lgse ligningerne:

a) 3cos(2x) =2 for z € [0,27]

b) —2sin(z + ) =0 for x € [—m,7]
¢) sin(2z)? =  for z € [0,%]

d) 3cos(2x) + sin(z) = 2 for x € [0,7]

Lad
f(z) = sin(27z) + 3.

a) Bestem f(0) og f(3).
b) Bestem perioden for f

¢) Tegn grafen for f hen over to perioder.

Herunder ses grafen for en harmonisk svingning pa formen

f(z) = Asin(wx) +d

a) Bestem f(2).
b) Bestem perioden for f.
c) Bestem forskriften for f.
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Opgave 9

Opgave 10

Opgave 11

En funktion er givet ved
f(z) =5,6-sin(2x) + 4

a) Bestem perioden for f.

b) Bestem storste- og mindsteveerdien for f.

Herunder ses grafen for en harmonisk svingning pa formen

f(z) = Asin(wx) +d

a) Bestem f(2).
b) Bestem perioden for f.

c) Lgs ligningerne f(z) =4 og f(z) = 2.
)

d) Bestem forskriften for f.

For en harmonisk svingning pa formen f(z) = Asin(wz) + d geelder
det, at:

. f(0)=3.
e Maksimumsveerdien for f er 7 og minimumsveerdien for f er —1.

e Perioden for f er T' = 4.

a) Tegn grafen for f.
b) Bestem forskriften for f
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Opgave 12 Med et spirometer har man malt, hvordan luftmeengden i lungerne hos
en bestemt person afhsenger af tiden. I en model kan luftmaengden
beskrives ved

f(t)=3,2+04-sin(1,25-1), 0<t<10,

hvor f(t) er luftmaengden i lungerne (malt i liter) til tidspunktet ¢
(malt i sekunder fra begyndelsen af vejrtraekningen).

a) Tegn grafen for f.

b) Benyt modellen til at bestemme den maksimale og den minimale
luftmaengde.

¢) Benyt modellen til at bestemme de tidspunkter, hvor luftmaengden
er 3,5 liter.

d) Hvor lang tid tager én vejrtrackning?

Opgave 13 Vandstanden i vadehavet ses herunder for Esbjerg d. 29. august 2017:

Esbjerg 25, august 2017

malinger

prognose === ====

100crm

-100crm

a) Lav en matematisk model, der (tilnsermelsesvist) beskriver vand-
standen i lgbet af degnet d. 29. august. Du ma gerne antage bglge-
toppene og —dalene pa billedet er lige hgje/dybe.

b) Antag nu at en stiv kuling fra vest presser vandet ind mod Esbjerg,
sa vandstanden forhgjes med 50 ¢cm. Hvordan kan du tilpasse din
model til den nye situation?

Opgave 14 I en model kan leengden af dagen i Anchorage Alaska som funktion af
tiden beskrives ved

F(t) = 6,61 - sin(0,0167t — 1,303) + 12,2, 0 <t < 365,
hvor f(t) er leengden af dagen (dvs. den tid solen er staet op) (malt i
timer) til tidspunktet ¢ (malt i dggn efter 1. januar 2011).
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a) Tegn grafen for f.

b) Benyt modellen til at bestemme laengden af dagen i Anchorage Ala-
ska d. 31. januar.

¢) Benyt modellen til at bestemme det tidspunkt, hvor lsengden af
dagen i Anchorage Alaska er stgrst.

d) Benyt modellen til at bestemme tidspunktet, hvor leengden af dagen
er 10 timer.

Opgave 15 En trigonometrisk funktion f er givet ved
f(x) =3sin(2x +0,7) + 1.

a) For hvilke z € [0,7] er f(x) =27
b) Bestem storste- og mindsteveerdi for f.

c) Bestem perioden for f.

Opgave 16 Lad
f(z) = 2cos(mx) — 2.

a) Bestem f(0) og f(1).
b) Bestem perioden for f

c) Tegn grafen for f hen over to perioder.
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Kapitel 2

Polynomier og
andengradsligninger

Polynomier er en saerligt peen type af funktioner, som har vidtrackkende anvendelser.
I gymnasiet fokuserer vi seerligt pa det, der kaldes andengradspolynomier, men vi
starter lige med en lidt mere generel introduktion til polynomier.

Definition 2.1. En polynomium af grad n, hvor n € N er en funktion pa
formen
f(aj) = anilfn + &n,lxnfl +...+ax+ agp,

hvor ag,a; ...,a, € R og a, # 0 (hvis a,, = 0, sa var ovenstaende et polyno-
mium af grad n — 1).

Eksempel 2.1. Funktionerne
f(x) =102° = 32° + 2> =20 +7 og g(z)=2°—22"+ 10z — 1

er polynomier af grad henholdsvis 6 og 3.

%

Der geelder i almindelighed, at et polynomum af grad n kan skaere x-aksen hgjst n
gange (man siger, at et n’tegradspolynonomium har hgjst n redder). I koordinatsy-
stemerne herunder er der tegnet to eksempler pa grafer for tredjegradspolynomier
(til venstre), samt to eksempler pa grafer for fjerdegradspolynomier (til hgjre).
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/\

\/ V

Vi skal senere leere et virkeligt steert redskab til at undersgge funktioner, herunder
polynomier, nemlig differentialregning. Men nu, skal vi rette fokus pa det vigtigste
polynomium (for os), nemlig andengradspolynomiet.

2.1 Andengradspolynomier

2.1.1 Forskrift

Definition 2.2. Et andengradspolynomium er en funktion f pa formen
f(z)=az’+ bz +c

hvor a,b,c € R og a # 0.

Vi kalder a, b og ¢ for polynomiets koefficienter. Det er vigtigt at a # 0, for ellers ville
andengradsleddet forsvinde og funktionen ville istedet veere et forstegradspolynomium.

Leeg meerke til at vi her har et specialtilfeelde af et generelt polynomium, hvor vi
har omdgbt koefficienterne en smue: as = a, a; = b og ag = c.

2.1.2 Graf og betydning af koefficienterne a,b og c

Grafen for at andengradspolynomium kaldes for en parabel. Tre eksempler pa parab-
ler ses her:
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P

P,

Py

Koefficienterne a,b og ¢ er afggrende for, hvordan parablen ser ud. Der geelder
folgende:

Betydningen af koefficienterne for parablens udseende er at

e a > 0 (a positiv) angiver at parablens ben vender opad (parablen er glad), mens
a < 0 (a negativ) angiver at parablens ben vender nedad (parablen er sur).

Dette vises let, nar man har leert differentialregning, men et lidt ustringent argu-
ment er, at det nar z bliver stor nok (dvs. nar z gar mod uendelig eller minus
uendelig), er det koefficienten pa andetgradsleddet, der afger om f gar mod plus
eller minus uendelig. Er a > 0 gar f mod plus uendelig (grenene vender opad), er
a < 0 gar f mod minus uendelig (grenene vender nedad).

e b angiver haldningskoefficienten pa tangenten for parablen der hvor parablen
skaerer y-aksen.

Dette argumenterer vi ikke for pa nuveerende tidspunkt. Nar man leerer differen-
tialregning, er det let at bevise.

e c angiver hvor pa y-aksen parablen skaerer, fordi f(0) =a-0*+b-0+c=rc.

F.eks. kan vi aflaese at for parablen P; er a < 0 (grene vender nedaf), b < 0 (parablen
er aftagende, der hvor den skaerer y-aksen) og ¢ < 0 (parablen skeerer y-aksen pa
den negative del).

Parablens toppunkt findes ved fglgende saetning, der i gvrigt ogsa viser den meget
—b

vigtige egenskab, at parabler er symmetriske omkring den lodrette akse z = 3

75



Funktioner og ligninger side 76 af 99

Seetning 2.1. Grafen for andengradspolynomiet f(x) = ax® + bx + ¢ (med
a # 0), er symmetrisk omkring den lodrette linje x = g—f, og toppunktet T' =
(xr,yr) er givet ved formlen

T, = (z7,yr) = <g—§f<£_§>> - (%%)

Bewvis. Vi beviser fgrst at parablen er symmetrisk omkring den rette linje z = 2.

2a
Dette gores ved at bevise at f(52 + h) = f(52 — h) for alle tal h € R.

Vi udregner forst venstresiden:

—b —b 2 —b
f(%_’_h) :a(%—l—h) +b<2—+h)+c

(1) b? , bh b? e) b? , b?
= —+h*— — | — — +0bh h® — — )
a(4a2+ a 2a+ te 4a+a 2a+c

hvor vi gjorde fglgende:

(1) Gang parenteserne ud.

(2) Gang a ind i parentes og reducér.

Dernsest udregner vi hgjresiden pa samme made:

(30) (30 ()

b bh b b? b?
= h?+— ) — — —bh = — +ah® - —
a<4a2+ —l—a) % +c 4a—|—a 2a—|—c

Vi ser at de to udtryk er ens, hvorfor vi har bevist at parablen er symmetrisk omkring

b

linjen =z = ;—;’ Vi har yderligere bevist at toppunktets forstekoordinat er xp = 37

(idet toppunktet netop ligger pa symmetri-linjen). For at finde andenkoordinaten
skal vi udregne f(z7):

Jlwr) = < ) ( 4a?  2a e da  4a - da

(3) ) b? — 20% + 4ac C (4 ) —(b* — dac) (5)
B 4a B 4a B

) b? b? @ b*  20®  4ac
Wl @

1\3||

d
4a
hvor vi gjorde fplgende:

(1) Gang parenteserne ud.
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(2) Reducér forste brek, og forleeng de to sidste led sa naevneren bliver 4a.

(3) Seet pa feelles brgkstreg.

(4) Reducér teelleren, og saet minus udenfor parentes.

(5) Udnyt at b — 4ac = d.

Dette beviser saetningen.

—~
| |
ISHISH
|
SHISY
SN—

—b
2a

Figur 2.1: Parablens toppunkt ligger i punktet (g—f,l—j) og parablens er symmetrisk omkring

den lodrette linjer x = 3.
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2.1.3 Rodder

Et polynomiums rgdder er det samme som z-veerdierne for skeeringpunkterne med
xr-aksen. For andengradsplonomier er det muligt at der er to, én eller nul rgdder.
Disse findes ved at lgse andengradsligningen f(x) = 0, altsa:

ar’ +br+c=0
hvilket er temaet 1 naeste afsnit.

Bemaerkning 2.1. Hvis man vil finde rodderne for at vilkarligt n’tegradpolynomium,
f, skal man stadig lgse ligningen f(x) = 0. Det kan dog veere (meget) sveert at ggre
i handen, hvis graden af polynomiet er hgjere end to.

4

Figur 2.2: Her ses graferne (parablerne) for to andengradspolynomier. Det ene (der hgrer til
den rgde parabel) har to rgdder, nemlig © = —3 og = 1. Den anden (der hgrer til den grgnne
parabel) har én rod, nemlig x = 5.
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2.2 Lgsning af andengradsligninger

Vi skal nu se pa, hvordan man lgser andengradsligninger.

Definition 2.3. En andengradsligning er en ligning pa formen:
ax® 4+ bz +c=0,

hvor a,b, ¢ € R (dvs. at a,b og c er konstanter fra de reelle tal) og a # 0 (hvis
a = 0, sa var ovenstaende jo en forstegradsligning).

2.2.1 Andengradsligninger med ¢ = 0 og nulreglen:

Nar ¢ = 0 i andengradsligningen az? + bz + ¢ = 0, kommer denne pa en sarlig form,
nemlig
az?® 4+ bz = 0.

Det viser sig, at ligninger pa denne form er seerligt lette at lgse og det viser sig, at
sadanne ligninger altid har losninger (det nemlig ikke tilfzeldet for alle andengrads-
ligninger, som vi skal se senere). Vi kan omskrive ligningen ved at saette 2 udenfor
parentes:

z(ax +b) =0

Dette kan maske, ved forste gjekast, se mindre rart ud, men det er ikke tilfaeldet. Vi
kan nemlig nu bruge nulreglen, der siger:

Hvis et produkt giver nul, sa vil mindst én af faktorerne veere nul. Med sym-
boler:
Hvis a-b=0 sa er enten a =0 eller b =0

Her er det underforstaet at bade a og b godt kan veere nul.

Hermed kan vi konkludere, at ligningen x(ax + b) = 0 lgses, hvis enten z = 0 eller
hvis ax + b = 0, hvor den sidste ligning er let at lgse.

Bemaerkning 2.2. Det er veerd at notere sig at © = 0 altid er lgsning til en
andengradsligning med ¢ = 0.
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Lad os lave et eksempel:

Eksempel 2.2. Lgs andengradsligningen 322 — 6z = 0. Vi starter med at saette
udenfor parentes.
0 = 32> — 62 = z(3z — 6).

Nulreglen siger nu at enten er z = 0 eller ogsa er 3x — 6 = 0, altsa x = 2. Det vil
sige at lgsningerne er x = 0 og x = 2.

O
2.2.2 Andengradsligninger med b = 0:
En specielt nem andengradsligning opstar hvis b = 0. Lad os se et eksempel:
Eksempel 2.3. Lgs andengradsligningen
2 —4=0.
Her er altsa a = 1, b = 0 og ¢ = —4. Vi husker fra kvadratssetningerne, at der om

venstresiden af ligningen geelder, at 22 —4 = (z — 2)(z + 2), saledes bliver ligningen
til

(2 —2)(z+2) = 0,
og skal venstresiden af dette veere nul, siger nulreglen, at enten er x = 2 eller ogsa
er x = —2, hvilket dermed er Igsningerne til ligningen

Bemaerkning 2.3. Ligningen fra Eksempel 2.3, kan ogsa skrives saledes:
z? =4,

Opgaven gar altsa ud pa at finde de tal som ganget med sig selv giver fire. Dette er
opfyldt for z = v/4 = 2 eller z = —/4 = —2, hvilket passer med det vi fandt. Man
kunne ogsa bruge den kortere notation, at z = +v/4 = £2.

Pa figuren pa neeste side kan vi se grafen for funktionen f(z) = x? — 4. Vi ser,
at ved at lgse andengradsligningen 2> — 4 = 0, har vi preecist fundet rgdderne for
polynomiet f. Husk pa, at det at lgse ligninger kan visualiseres ved hjeelp af grafer
for funktioner. Det er vigtigt at forsta denne sammenhaeng. I dette tilfaelde har vi
fundet skaeringspunkterne mellem funktionen f og x-aksen (hvilket jo svarer til den
funktion, der er konstant lig med nul).
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&

Lad os nu se pa et andet eksempel med b = 0. Bemeaerk, at ligheden med det fgrste
eksempel er stor, selvom det viser sig, at lgsningen er fundamentalt anderledes:

Eksempel 2.4. Lgs andengradsligningen
2 +4=0.

Her er altsa a = 1, b = 0 og ¢ = 4. Her kan vi ikke bruge kvadratsaetningerne til at
faktorisere venstresiden (overvej, hvorfor man ikke kan det!). I stedet kan vi skrive
ligningen saledes:

r? = —4.

Venstresiden er altid positiv eller nul (overvej hvorfor!), hvilket betyder at udsagnet
altid er falsk, og dermed har ligningen ingen lgsninger. Lad os se, om det haenger
sammen med grafen for funktionen f(x) = z* + 4:
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Vi ser, at vores idé passer, og at funktionen f(x) = x?+4 ikke har nogen nulpunkter
(f har ikke nogen rg¢dder), altsa at grafen ikke skeerer z-aksen. Dette er altsa den
geometriske visualisering af at ligningen 22 + 4 = 0 ikke har nogen lgsninger.

&

Ovenstaende eksempler kan skrives generelt i fglgende hjeelpesaetning, som vi ikke
beviser.

Saetning 2.2 (HJELPESETNING). Der gelder om andengradsligningen

2 _
x _p7

at:

1. Hwvis p > 0, sa har ligningen to lgsninger, nemlig en positiv x = \/p og en
negativ x = —./p (skrevet kort: v = £./p).

2. Hvis p =0, sa har ligningen netop én lgsning, nemlig x = 0.

3. Huvis p < 0, sa har ligningen ingen lgsninger.

2.2.3 Generelle andengradsligninger:

Vi skal nu se pa, hvordan vi kan lgse den generelle andengradsligning az?+bxz+c = 0.
Men forst skal vi definere, hvad diskriminanten er:
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Definition 2.4 (DISKRIMINANTEN). Nar vi har givet en andengradsligning
som ovenfor, da definerer vi diskriminanten, d, som tallet

d = b — 4dac.

Vi ser lige pa et par eksempler:

Eksempel 2.5. Hvis vi har andengradsligningen 322 4+ 72 +2 = 0, sa er a = 3,
b= "7 og c = 2 og diskriminanten er:

d=b —4dac=7>—4-3-2 =49 — 24 = 25.

&

Eksempel 2.6. Hvis vi har andengradsligningen 22 +3z —1=0,sdera=1,b=3
og ¢ = —1 og diskriminanten er:

d=b"—4ac=3*—4-1-(—1)=9+4=13.

&

Eksempel 2.7. Hvis vi har andengradsligningen 42> — 2z 4+ 1 = 0, sa er a = 4,
b= —2 og ¢ =1 og diskriminanten er:

d=b"—4ac=(-2?—4-4-1=4—-16=—12.

HUSK at bruge fortegnene korrekt! Star der et (eller flere) minus(ser) i
andengradsligningen, sa er det vigtigt at huske dette, nar diskriminanten ud-
regnes.

Vi skal nu bevise en formel, som giver lgsningerne til den generelle andengradsligning,
safremt ligningen har lgsninger.

Inden beviset, skal vi ggre en enkelt observation. Vi skal nemlig i beviset bruge
fglgende udtryk: (2az + b)?. Og vi skal komme frem til det fra en omskrivning, der
bruger fgrste kvadratsaetning baglaens. Sa lad os lige omskrive (2az + b)? med forste
kvadratseetning:

(2ax + b)? = (2ax)* + b* + 2 - 2ax - b = 4a*x* + b* + 4abx
hvor vi altsa i beviset skal bruge, at

4a’x® + b* + 4abxr = (2ax + b)? (2.1)
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Saetning 2.3 (DISKRIMINANTMETODEN). Om andengradsligningen
az? 4+ bz +c=0,
hvor a # 0, gelder at:
1. Huvis d < 0, sa har ligningen ingen lgsninger.

2. Hvis d =0, sa har ligningen netop én lgsning, nemlig

_—bxvVd  -bEVO b

x —_— T .
2a 2a 2a

3. Hwvis der om diskriminanten d = b> —4ac geelder at d > 0, sd har ligningen
to lgsninger, nemlig
b+ Vd

v 2a

Bevis. Vi skal altsa finde de x, der ggr andengradsligningen
az? +bxr+c¢ =0,

sand. Det vil sige, at vi skal forsgge at isolere x i ovenstaende udtryk. Det er ikke
let, og vi bliver ngdt til at ggre det i nogle trin. Fgrste trin gar ud pa at omskrive
ligningen

az? +bxr +c =0,

sa udtrykket
4a’x? + b + dabx

fra ligning (2.1) fremkommer pa venstresiden. For at fa koefficienten foran z*-leddet
til at passe, sa ganger vi med 4a pa begge sider af lighedstegnet (det ma vi, da

a#0).
4a(az® + bx +c) = 0 - dac

hvilket giver
4a’2? + 4abx + 4ac = 0

Sammenlignes igen med venstresiden af (2.1) (4a*z? + b? + 4abx), kan vi se, at vi
skal leegge b? til og treekke 4ac fra pa begge sider af lighedstegnet, for at fa tingene
til at passe.

4ax* + dabx + 4ac + b* — dac = b* — dac

vi ser at +4ac og —4ac gar ud med hinanden pa venstresiden, sa vi far:
4a’z? + dabz + dac + b* — dac = b? — dac

4a’2? + 4abx + % = b? — 4ac.
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Nu passer venstresiden med det gnskede. Da vi ved fra ligning (2.1) (og fra forste
kvadratseetning), at 4a?z? + 4abx + b* = (2ax + b)%. kan ligningen skrives saledes:

(2ax + b)* = b* — dac
Vi ved yderligere, at d = b? — 4ac, sa ligningen kan slutteligt skrives pa formen:
(2ax +b)* =d (2.2)
Vi skal nu betragte de tre tilfeelde, hvor d < 0, d = 0 og d > 0 hver for sig:

Hvis d < 0, sa siger Hjaelpesaetning 2.2 at ligningen ingen lgsninger har, da ven-
stresiden af lighedstegnet altid er stgrre end eller lig med nul, mens hgjresiden er
negativ.

Dette beviser punkt 1. i seetningen.

Hvis d = 0, er lgsningen til (2.2) at 2axz +b = 0 (for hvis d = 0 er indmaden i
parentesen ogsa ngdt til at veere nul), dvs.

2ax = —b

hvilket giver
—b

r=—),
2a

som viser punkt 2. i seetningen.

Hvis d > 0, sa er lgsningerne til (2.2) givet ved
2ax 4+ b= +Vd

hvor vi forst traekker b fra pa begge sider af lighedstegnet
2az = —b+Vd

og dernaest dividerer med 2a og far:

_ —bxVd
- 24
hvilket viser punkt 3. i ssetningen. O

X

Fremgangsmaden for at lgse generelle andengradsligninger er altsa:
1. Udregn diskriminanten d = b* — 4ac.

2. Afgor, ud fra om d <0, d =0 eller d > 0, hvorvidt andengradsligningen
har ingen, én eller to losninger.

3. Huvis d > 0, sa find lgsningen eller lgsningerne.

Lad os slutte med nogle eksempler:
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Eksempel 2.8. Lgs andengradsligningen 322 + 72 +2=0. Herer a = 3, b =7 og
¢ = 2. Vi udregner fgrst diskriminanten:

d=0"—4ac="T7"—4-3-2=149 — 24 = 25.
Vi ser at d > 0, sa der er to lgsninger. Dem finder vi med formlen:

$_—bi¢a_—7i¢%_—7i5_{—§

Y

2a 2-3 6 -2

Dette ses ogsa pa grafen for funktionen f(x) = 322 + 7x + 2:

f(x) =322 +72x+2

%

Eksempel 2.9. Lgs andengradsligningen 222 — 42 +2 = 0. Herer a = 2, b = —4
og ¢ = 2. Vi udregner fgrst diskriminanten:

d=b"—4dac=(-4)*-4-2-2=16—16 = 0.
Vi ser at d = 0, sa der er kun en lgsning. Denne ser saledes ud:
b —(-4) 4
22 2-2 4
Dette ses ogsa pa grafen for funktionen f(x) = 22% — 4x + 2:

T

flx) =222 — 4o + 2
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Eksempel 2.10. Lgs andengradsligningen —42? +5z—2=0. Herera = —4,b =15
og ¢ = —2. Vi udregner fgrst diskriminanten:

d=b"—4dac="5"—4-(-4)-(-2)=25-32=—T.

Vi ser at d < 0, sa der er ingen lgsninger. Dette ses ogsa pa grafen for funktionen
f(z) = —42* + 5z — 2

f(z) = —42? + 52— 2

1 15 2 25

%

Bemeaerkning 2.4. Det kan veaere praktisk, at leere sig alle de forste kvadrattal.
Pa den made, kan man hurtigt finde kvadratroden af diskriminanten, hvis ellers
opgavestilleren har veeret sa s¢d at stille en ligning, der har en 'peen’ diskriminant.?
De forste 15 kvadrattal er:

12=1,22=4,32=9,4* = 16,5 = 25,6* = 36, 7> = 49,8% = 64, 9% = 81

102 = 100, 11% = 121, 12% = 144, 13* = 169, 14> = 196, 15* = 225

'Hvis diskriminanten i en opgave ikke er et kvadrattal, s& bgr man ogsa lige dobbelttjekke sine
beregninger. Langt de fleste opgaver har en diskriminant, der er et kvadrattal (eller nul).
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2.3 Faktorisering

Nar man taler om at faktorisere, sa menes der, at noget omskrives fra én udtryksform
til et produkt. F.eks. kan alle hele positive tal primfaktoriseres, saledes at de skrives
som et (entydigt) produkt af primtal. Tallet 1729 kan eksempelvis skrives som et
produkt af primtal saledes:
1729 =7-13-19.

Det viser sig, at polynomier ogsa (nogen gange) kan faktoriseres.?

For et n’tegradspolynomium F,, kan man bevise, at hvis P, har en rod r, sa findes
der et polynomium af grad n — 1, lad os kalde det P,_1, sadan at

P,(x)=(x—r1) P,_1(x).

Det er saledes muligt at bruge polynomiers rgdder, til at faktorisere et polynomium,
idet man kan "traekke”alle polynomiets rgdder ud som faktorer som ovenfor. Hvis
et fjerdegradspolynomium Py(z) = a4zt + azx® + asx® + a;x + ap har fire rodder,
kan man altsa skrive polynomiet som et produkt, saledes:

Pix)=ay-(x—1r) - (x—12) (& —13) - (x —ry).

Det er ikke meningen at vi skal bruge det ovenfor skitserede her i gymnasiet; det er
blot medtaget for at give lidt perspektiv til afsnittet, der kommer nedenfor. Tanken
om at man pa en elegant facon kan bruge rgdder til faktorisering (nar de findes), er
dog ganske vigtig.

2.3.1 Faktorisering af et andengradspolynomium

Faktorisering af et andengradspolynomium betyder som naevnt, at vi skal omskrive
udtrykket az? + bz + c til produkt. Dette er muligt, hvis andengradspolynomiet har
mindst én rod. Dette beviser vi herunder:

Seetning 2.4. Ndr andengradspolynomiet f(z) = ax?® + bx + ¢ har to rodder
r1 09 ro, sa kan det faktoriseres, dvs. omkrives pa folgende made:

flz) =alx —r)(x —ry).

Huvis andengradspolynomiet kun har én rod r, sa er faktoriseringen

f(z) = a(z — )2

2Hvis vi m& bruge komplekse tal, s& kan man bevise, at polynomier altid kan faktoriseres, men
i gymnsaiet holder vi os til de reelle tal, sa vi ma leve med at ikke alle polynomier kan faktoriseres.
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Bevis. Nar andengradspolynomiet f(x) = ax® + bz + ¢ har to redder, er de givet
som de to lgsninger til andengradsligningen

ax’ +bx +c=0.

Derfor ma rgedderne veere givet ved den ssedvanlige lgsningsformel for andengrads-

ligninger, sa:
b+ d _ —b-d

r = og T2 =
2a 2a

Vi udregner nu ry + ry og ry - o, fordi vi skal bruge det senere i beviset. Altsa

—b+Vd —b—Vd —b+Vd—-b—+d 2 b

2a 2a 2a 2a a

Og

b+ Vd —b—Vd (b +Vd)(-b—Vd) ¥ —d

R 2a 2a N 4a?  4a?
V=0 44dac  dac ¢
N 4a?  4a?

Bemeerk at vi har brugt tredje kvadratsaetning til tredje lighedstegn saledes:
(=b+ Vd)(—=b—Vd) = (=b)* — (Vd)* = b* — d.
Nu begynder vi at regne pa udtrykket a(x — r1)(x — r3), og vi gnsker naturligvis at
bevise at vi kan omskrive det til az? + bz + c.
alx —r)(x — 1) = a(z? — xry — arg + 11 - 1) = a(@® — w(ry + 1) 11 - 1),
hvor vi fgrste gangede parenteserne ud og dernaest satte —z udenfor parentes. Vi
indssetter nu ry + 1y = %b 0g T1re = ¢
a(@® —x(r+r)+rir) =al@®—z2+ ) =a@®+ x4+ £ =ar” +ba+c

hvilket beviser fgrste del af seetningen.

Hvis andengradspolynomiet kun har én rod, sa er den givet ved
b
24

Desuden ma der gaelde d = b? — 4ac = 0, som giver b* = 4ac.

r

Derfor far vi
a(z —r)® =a(z® = 2rz +1r°) = a(2® — 2(2)z + (5—5)2) = a(z® + 2o+ %),
Nu indseettes b? = 4ac og det sidste reduceres

a(® + o+ ) = a(@® + Lo+ %) = ar® + br + 45 = az® + br + ¢

O

Bemzerkning 2.5. Nar et andengradspolynomium f(x) = ax?®+bx+c ingen rgdder
har, sa kan polynomiet ikke faktoriseres, men det beviser vi ikke.
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2.4 Opgaver

Opgave 1 Lad f(z) = —2® + 42 + 5.

a) Find parablens skeeringer med z-aksen.
b) Find parablens toppunkt.
c) Hvad forteeller koefficienterne a, b og ¢ om parablens udseende?

Skitsér parablen.

Opgave 2 Herunder ses 4 parabler, der hver iszr er graf for et andengradspoly-
nomium ax? + bx + c.

Bestem nu, for hvert tilfeelde:

a) Fortegnet pa a, b, ¢ og d.
b) Polynomiets rgdder (hvis der er nogen).
c) Parablens toppunkt.

Opgave 3 Lgs andengradsligningerne:

a) 22=9 b) 22+9=0
¢) ¥ +3=052 d) 422 —16=0
e) 32 —30=-3 f) 622+6=0
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Opgave 4 Lgs andengradsligningerne:

a) 22 —2=0 b) #2+2=0
c) z2—-20x =0 d) 22 -52=0
e) 3%+ 18z =0 f) 622 +2=0

Opgave 5 Lgs andengradsligningerne:

a) 22 —x—6=0 b) 22 —z+6=0
c) 2 =20z +51=0 d) 2> =5x+4=0
e) 3r2+18x —21=0 f) 622 4+2—-1=0

Opgave 6 Lgs andengradsligningerne:

Opgave 7

Opgave 8

Opgave 9

a) —22%+20x —42 =0 b) 32°—4x+8=0
c) =222 —12x—-38=0 d) 22 -122-28=0
e) —22%—16x —46=0 f) 22— 15z +44=0
g) —2*—8x+9=0 h) 12> —3z—-10=0
i) 22% — 46z +252 =0 j) x* =20z +100 =0
k) 22?2 -3z =1 1) V212 — 21 =+/8

Find toppunktet og rgdderne for fglgende andengradspolynomier:

a) f(z)=2*—2x-38

b) f(z) = —2®+16

c) f(z) =25z

d) f(z)=—32* -3z +2,25

Lad f(z) = —22° + 4x + 6.

a) Find parablens skaeringer med z-aksen.
b) Find parablens toppunkt.

c) Hvad forteeller koefficienterne a = —2, b = 4 og ¢ = 6 om parablens
udseende?

d) Skitsér parablen.
Tegn en parabel hvorom det geelder at

a) a>0,b<0ogc<D0.
b) a>0,b>0o0gc=0.
c) a<0,b=0o0gc>0.
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Opgave 10 Et andengradspolynomium p er bestemt ved
p(x) =3-(x+5)- (x+7).

Bestem rgdderne for p og bestem konstanterne a, b og ¢, nar p skrives
pa formen p(x) =a-2>+b -z +c.

Opgave 11

» (1)

-120 120

b————— 240 cm ——

Figuren viser en garageport, som har bredden 240 cm, hgjden 185 cm
ved haengslerne og hgjden 210 cm midt pa porten.

I en model kan den gverste bue af garageporten beskrives ved en del
af grafen for et andengradspolynomium f. Modellen er indtegnet i et
koordinatsystem, hvor forsteaksen folger portens nederste kant, og an-
denaksen fglger midten af porten.

a) Gor rede for, at en forskrift for f kan skrives som

f(z) = —0,001736 - 2* + 210.

b) Benyt modellen til at bestemme hgjden af porten, preecist én meter
fra midten.

Opgave 12 Find toppunktet for og skitsér parablerne for fglgende polynomier:

a) f(x)=2*+2x—15
b) f(z)=2*+6x+1
¢) flz)=32*—2z+1
d) f(z) = —22>+8z+24
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Opgave 13

> (1)

Pa figuren ses banen for et kuglestgd indtegnet i et koordinatsystem
med enheden 1 m pa akserne. Kuglens bane kan beskrives som en del
af grafen for funktionen

f(z) = —0,052% + 0,8z + 2,3.

a) Bestem lengden af kuglestodet.
b) Bestem kuglens maksimale hgjde over jorden.
Opgave 14 Lad f(x) = 22* + 8z + c. Det oplyses at 1 er en rod for f.

a) Find c.
b) Find den anden rod.

Opgave 15 Find skeeringspunkterne mellem graferne for funktionerne
f(x)=-22"4+2—-1 og g(x)=x—3.

Opgave 16 Bestem c sa andengradsligningen har netop én lgsning nar

a) 202 —8r+c¢=0
b) 22 —8x+c¢=0
¢c) 2 +4x+c=0
d) =322 +6z+c=0
e) 22 +6x+c=0

Opgave 17 Bestem b sa andengradsligningen har netop én lgsning nar

a) 2 +br+16 =10
b) 22 +br+49=10
c) =8z +br —2=0

Opgave 18 Overvej, hvor i beviset for diskriminantformlen, det er ngdvendigt at

a # 0.
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Opgave 19 Reducér udtrykket:

x? —8xr + 15 T —2
a) ————— b) —
r—2>5 202 —6x +4
c) x? — 8z d) 222 +2x+4
%:172—51:—1—8 2+ 3z +2
11—z 422 + 122 + 24
) 57— % f) —
22 — 9z + 8 §x2—|—x+2

Opgave 20 Denne opgave heenger sammen med de naeste tre opgaver.
Vi skal bevise pastanden:

Hvis der om to tal x1 og o geelder at b = —(x; + x2) og
¢ = T1-T9, S4 €T T1 0g Ty lgsninger til ligningen 22 +bx+c = 0.

a) Antag at b = —(x1 + x2) 0g ¢ = x1 - x9. Indseet dette samt = = x7 i
ligningen 22 + bx + ¢ = 0, og reducér. Hvad kan du konkludere?

b) Gelder det samme for z = z57

Pastanden ovenfor forteeller, at andengradsligninger med a = 1 kan

lgses neesten uden at regne. F.eks. har ligningen 22 — 6x +8 = 0
lgsningerne x1 = 2 og ¥y =4 fordi —(24+4) = —-6=0bog2-4=8=c.

Opgave 20 Lgs nu ligningerne:
P —4r+3=0
1 —Tr+10=0
2 —T7r+12=0
z® =132+ 30 =0
2® — 30z + 200 = 0
-2 —-2=0

2 +5r+4=0
Opgave 21 I denne opgave skal vi bevise pastanden:

Hvis andengradsligningen 22 + bz + ¢ = 0 har to forskellige
lgsninger, x1 og xq, sa er b = —(x1 + x2) og ¢ = 1 - Tg.

a) Forklar, hvorfor vi kan danne ligningerne

z7 4+ by +c=0
T3+ bry +c=0

nar vi ved at z; og o er lgsninger.
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b) Nu skal vi trackke venstresiderne fra hinanden:
2]+ by +c— (23 + bry+¢) =0

Forklar hvorfor resultatet er nul.

c) Angiv alle mellemregningerne i folgende udregning:
2] 4+bxy +c— (25 +bry+c) = ... = (x1 +22) (21 — 22) + b(2] — )
d) Forklar at ovenstaende opgaver betyder at vi har ligningen
(21 + x2) (1 — 2) + b(x; — 22) = 0.

e) Isolér nu b i ovenstaende udtryk, ved forst at dividere med (1 — x9)
pa begge sider af lighedstegnet. Resultatet bliver b = —(z1 + z3),
hvilket var det forste der skulle vises i pastanden.

f) Indseet nu b = —(z1 + ) i ligningen 2% + bx; + ¢ = 0, og isolér c i
det fundne udtryk. Resultatet bliver ¢ = x; - x5, hvilket viser sidste
del af pastanden.

Denne pastand ggr det muligt at lave andengradsligninger, der har to kendte lgsninger.
Hvis vi f.eks. vil have at en ligning har lgsningerne x; = 4 og xo = 9, sa bliver
b=—(449)=—-130g c=4-9 = 36, sa lignigen

22— 13:+36=0

har lgsningerne 1 = 4 og x5 = 9.

Opgave 22 Konstruér tre andengradsligninger, hvor lgsningerne er henholdsvis:

a) r1=20g x93 =9
b) 21 =5o0gxy =7

c) xr1 =4 o0gxy=-3

Opgave 23 (UDFORDRING) Produktet af to pa hinanden fplgende hele tal er 1122.
Bestem de to tal.

Opgave 24 (UDFORDRING) En retvinklet trekant med kateterne x og x + 3 har
arealet 14. Bestem x.

Opgave 25 (UDFORDRING) Find forskriften for polynomierne i Opgave 2.

Opgave 26 (UDFORDRING) Ggr rede for at f(z) = 2* — kx + k* + 2 ikke har nogen
rgdder for nogen veerdi af k.

Opgave 27 (UDFORDRING) En retvinklet trekants kateder har sidelzengderne x og
20 — x. Bestem det stgrst mulige areal af trekanten.

Opgave 28 (UDFORDRING) Lgs fjerdegradsligningen z* — 102% + 9 = 0.
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Kapitel 3

Lidt om parallelforskydning

3.1 Parallelforskydning af grafer

Nar man taler om parallelforskydning, sa menes der, at man ”skubber”’en graf pa-
rallelt med akserne. Der er saledes to mulige mader at parallelforskyde pa, nemlig
lodret og vandret. Der geelder fglgende seetning, som vi ikke beviser:

Saetning 3.1. Huvis f er en funktion, sa er grafen for funktionen
g(x) = flz —h)+k

parallelforskudt med h i z-aksens retning og k i y-aksens retning (regnet med
fortegn).

Nar der star, at forskydningen regnes med fortegn, sa betyder det, at hvis fx k er
negativ, sa skubbes grafen nedad, og hvis k er positiv, sa skubbes grafen opad.

N

flz= /h)

Herunder ses forskellige udgaver af grafen for f(r) = x? parallelforskudt med for-
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skellige veerdier af h og k.

side 97 af 99
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Det er som oftest klart sveaerest at forsta den vandrette parallelforskydning. En ud-
dybende forklaring kan ses fx her.
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3.1.1 Opgaver
Opgave 1 Bestem forskriften for et andengradspolynomium, der har toppunkt i

(4, -10).

Opgave 2 Andengradspolynomiet f er givet ved
fla)=(z+2)°+3

a) Bestem toppunktet for f.
b) Argumentér for at a > 0 for dette polynomium.

¢) Argumentér for fortegnet for diskriminanten.

Opgave 3 I koordinatsystemet herunder ses grafen for f(x) = —x? — 2z, samt en
graf der fremkommer ved at parallelforskyde grafen for f.

a) Argumentér for, hvilken af det to grafer, der hgrer til f.

b) Bestem en forskrift for den anden graf.
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Opgave 4 [ koordinatsystemet herunder ses graferne for tre funktioner, f, g og h.

= N W e Ot O

6 -5 -4 -3 —p 1 2

—2
31

Det oplyses, at g(x) = f(x —5) + 3 og h(z) = f(z +5) + 3.
Afggr, hvilken graf, der hgrer til hvilken funktion.
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