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Indledning

Dette kompendium er tezenkt som undervisningsmateriale i matematik pa A-niveau.

Bemaerk, at hele den traditionelle teori om trigonometri er udledt pa baggrund af
vektorregning i kapitel 3.

Bemaerk yderligere, at den numeriske veerdi bliver brugt uden introduktion, sa man
kan med fordel have omtalt dette pa forhand.

Thomas Heide-Jgrgensen

Rosborg Gymnasium, 2. februar 2021.



Kapitel 1

Vektorer

1.1 Grundleeggende om vektorer

1.1.1 Hvad er en vektor?

Definition 1.1.1. En vektor er en kombination af en laeengde og en retning.

Det er meget hensigtsmeessigt at teenke pa en vektor som en pil. Vi ser herunder en
raekke eksempler pa (repraesentanter for) vektorer. Alle vektorer i samme farve er
repraeesentanter for den samme vektor.

\
\\\//

Vi vil i det fglgende ikke skelne mellem en vektor og en repraesentant for en vektor,
og saledes kalder vi bare de enkelte pile for vektorer. To vektorer er derfor ens, hvis
de har samme laengde og retning. For det ovenstaende betyder det altsa, at de rgde
pile alle er samme vektor, de bla pile er alle samme vektor og de grgnne pile er alle
samme vektor.
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Nar vi omtaler en vektor, sa vil vi altid skrive en pil oven over navnet pa vektoren.
Altsa vil en vektor a skrives som da.

Leengden af en vektor @ skrives som |@|. Hvis en vektor @ har leengden 7, skriver vi:

@) = 7.

En vektor fortjener seerlig opmeerksomhed; nemlig den vektor der ingen leengde eller
retninghar:

Definition 1.1.2 (NULVEKTOREN). En vektor der ingen leengde og retning
har kaldes nulvektoren, og benaevnes 0.

Man kan taenke pa nulvektoren som et punkt.

Vi skelner i nogle tilfeelde mellem alle vektorer og alle vektorer pa neer nulvektoren.
Derfor er det behaendigt, at have et navn for alle vektorer pa neer nulvektoren:

Definition 1.1.3 (EGENTLIGE VEKTORER). En vektor, der ikke er nulvek-
toren kaldes for en egentlig vektor.

Til sidst defineres modsat vektor.

Definition 1.1.4 (DEN MODSATTE VEKTOR). Givet en egentlig vektor a, sa
kaldes den vektor, der har samme lsengde som @, men modsat retning for den
modsatte vektor til a. Vi skriver —a.

Herunder ses tre eksempler pa en vektor og dens modsatte vektor.
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Aktivitetsark om vektorsum og vektordifferens

Opgave 1 Herunder ses en tallinje. Tegn og forklar, ved hjelp af tallinjen, hvordan
du udregner det (lette) regnestykke 9 + 6.

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
En del af idéen med at indfgre vektorer, er at vi gerne vil kunne regne med dem pa
en made, der ligner de seedvanlige tal mest muligt.

Opgave 2 Herunder er tegnet to vektorer. Kom med et bud pa, hvordan vi kan
tegne summen af de to vektorer.

N

<

Opgave 3 Her er endnu en tallinje. Tegn og forklar, ved hjelp af tallinjen, hvordan
du udregner 9 — 6.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
Opgave 4 Herunder er de samme to vektorer tegnet. Kom med et bud pa, hvordan
vi kan tegne differensen mellem de to vektorer.

X

<

Opgave 5 Undersgg om ©+ v = ¥+ 4, samt om & — v = ¥ — u. Passer det sammen
med det vi kender fra de almindelige tal?
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1.1.2 At regne med vektorer

Vektorer er geometriske objekter, hvilket i sagens natur ggr dem velegnede til at
beskrive geometriske problemer. Vi skal se, at vektorer ogsa folger langt de fleste
regneregler vi kender fra tal, og saledes er vektorer geometriske objekter, der kan
behandles algebraisk pa (nsesten) samme made som reelle tal.

Vektoraddition: Vi kan laegge to vektorer ‘sammen, som det er vist pa tegningen
nedenfor. Hvis der er givet to vektorer @ og b, sa kan vi finde summen ved at laegge
b i forlengelse af @, og tegne vektoren @ + b fra udgangspunktet for @ til spidsen af
b:

S

ST

ST
Sl
_l’_
S

_—

Gange en vektor med et tal: Man kan gange en vektor med et tal, t, ved at skalere
vektorens laengde med tallet ¢. Vektorens retning vendes, hvis ¢ < 0. Retningen
bevares, hvis ¢t > 0. Er ¢ = 0 opnas nulvektoren. Dette er illustreret nedenfor:

Af seerlig interesse er vektoren —1 - @, som bliver bensevnt —a. Denne er praecist den
modsatte vektor til d.

Vektorsubtraktion: Ligesom vi kan leegge vektorer sammen, sa kan vi (naturlig-
vis) ogsa traekke dem fra hinanden. Vi definerer simpelthen differensen mellem to
vektorer @ og b som @ — b = d + (—b). Dette tegner vi ogsa:

7
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ST
/l

Bemaerkning 1.1.1. I modsaetning til ved de reelle tal, sa findes der ikke en multi-
plikation af vektorer. Vi skal senere definere noget der ligner, nemlig prikproduktet
(ogsa kaldet skalarproduktet), men det kan ikke sammenlignes med reel multiplika-
tion. o

Bemeaerkning 1.1.2. Tegner man vektorerne d og b med samme udgangspunkt,
sa giver ovenstaende definitioner, at diagonalerne i det parallelogram vektorerne
udspeender, er vektorerne d + b og d — b:

S

S

[ fysik er dette (altsa vektorerne @ og l;, samt sumvektoren a-+ I;, tegnet som diagonal)
kendt som kreefternes parallelogram, da kreefter i fysik kan beskrives med vektorer.
Sa hvis én kraft repreesenteres af vektoren @ og en anden kraft af vektoren l;, sa vil
den resulterende kraft veere summen @ + b. o

Vi vil uden bevis anfgre at fglgende regneregler gaelder:

1.@d+b=b+a (den kommutative lov)

o

(@+b)+c=a+ (5—1— ¢) (den associative lov)

3. t(a+ l;> —td+thfor t € R (den distributive lov)

8
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Aktivitetsark om vektoralgebra

\\el

Opgave 1 Herover ses to vektorer u og ¢. Tegn folgende vektorer:

a) 3- b) @+ 7
c) v—1u d) «a—v
e) 2u+ 30 f) $-v

g) v—2- h) —u—v

Opgave 2 Tegn 24 + 20 og 2 - (u + V), og forklar at dette illustrerer vektorregne-
reglen k - (4 + ) = ki + kv.

Opgave 3 Tegn to vektorer, der har en vektorsum, som giver en vandret vektor.
Opgave 4 Tegn to vektorer, der har en lodret vektorsum.

Opgave 5 Tegn to vektorer, der starter samme sted. Tegn ogsa det parallelo-
gram de udspznder. Undersgg rigtigheden af den pastaede sammen-
haeng mellem parallelogramets diagonaler og vektorsum/differens (se
evt. ovenfor om kraefternes parallellogram).
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Opgave 6 Herunder ses en skitse af Hans og Grethe, der traekker en sleede. De
kreefter Hans og Grethe bruger til at trackke sleeden er betegnet ? "
og F g, og kan ses som vektorer pa skitsen.

Grethe

Fq

Sleede

Fy

Hans

a) Tegn den samlede resulterende kraft, der traekker i sleeden.

Hint: Den resulterende kraft er altid vektorsummen af de enkelte
(vektor)kraefter.

b) Vil du vurdere, at sleeden bevaeger sig lige ud? Hvorfor /hvorfor ikke?

¢) Underspg, om der er en mere hensigtsmeessig placering af Hans og
Grethe?

10
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Opgave 7 Et skib skal bugseres i havn af to slebebade A og B. Slaebebad A
har en maksimal trackkraft pa 10 kraftenheder (en kraftenhed svarer
til et tern pa papiret). Sleebebad B har en maksimal trackkraft pa 6
kraftenheder. Begge slaebebade skal have deres slaebetov fastmonteret
pa skibet i punktet P i skibets steevn (forende).

Det oplyses, at for at skibet skal kunne bevaege sig, sa skal den resul-
terende trakkraft veere pa mindst 12 kraftenheder. Desuden oplyses
det, at af sikkerhedsmaessige arsager ma slaebebadene ikke sejle teet pa
hinanden, sa de ma ikke overskride de stiplede linjer.

a) Tegn en mulig placering af slabebadene, sa skibet bugseres stik
imod hgjre. Begrund.

b) Undersgg, hvor stor en samlet resulterende traekkraft de to bade
maksimalt kan give skibet.

¢) Tegn en mulig placering af sleebebadende, der forer til at skibet ikke
flytter sig. Begrund.

11
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1.1.3 Vektorers koordinater

To saerhge enhedsvektorer fortjener speciel opmaerksomhed. Det er de to basisvekto-
rer i og j, der er henholdsvis en vandret og en lodret vektor med leengde én, hvor
retningen for i er i a-aksens positive retning og 7 er i y-aksens positive retning.

I almindelighed, nar vi arbejder med geometriske objekter i to dimensioner, sa teg-
ner vi dem (ofte) i et koordinatsystem. Vektorer tegnet i et koordinatsystem kan
fastleegges med hjelp fra ¢ og 7, som nedenfor:

Alle vektorer i planen kan som i ovenstaende tegning skrives som en linearkombina-
tion af de to basisvektorer Zog j Dette betyder, at vi, givet en vektor a, kan skrive
a som:

a= aJ—i— ng

Man kan oven i kgbet vise, at dette kun kan ggres pa preecist én made.! I ovenstaende
figur er a; = 3 og as = 2.

Sa langt har vi ngjedes med at tegne vektorer, uden sadan rigtigt for alvor at ha-
ve regnet sa meget. For at gge mulighederne for at lave beregninger, vil vi bruge
ovenstaende til at indfgre vektorkoordinater.

!Det ggr vi dog ikke her. Resultatet er dog 1kke maerkehgt — hvordan skulle man have mulighed
for at skrive @ pa flere mader, kun ved hjzlp af i og j?

12
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Definition 1.1.5 (VEKTORKOORDINATER). Nar en vektor @ kan skrives som
a= CLli T CLQj,
hvor ay,as € R, kalder vi a; og as for vektorkoordinaterne for @, og skriver
- aq
a =
a2

Vi siger desuden, at @ er et element i R?, altsa a € R2.

Herunder er der tegnet en rackke vektorer sammen med deres koordinatfremstilling:

Vi kan se, at koordinaten a; skal forstas som hvor langt ud af z-aksens retning vekto-
ren udbreder sig, mens koordinaten as skal forstas som hvor langt i y-aksens retning
vektoren udbreder sig — begge dele regnet med fortegn, altsa, hvis koordinaten er
negativ, sa menes enten til venstre ad z-aksen eller ned ad y-aksen.

Bemarkning 1.1.3 (FOR SPECIELT INTERESSEREDE). Vi kalder R? for et vek-
torrum. R? har to dimensioner, fordi vektorerne har to koordinater. I denne note
vil vi ikke undersgge nsermere, hvad et vektorrum egentligt er (for det kan veere
meget andet end R? og endda have uendeligt mange dimensioner). Vi vil dog lige
bemerke, at i videregaende matematik er vektorrum af enorm vigtighed. Funda-
mentet for f.eks. kvantemekanikken, der er én af grundpillerne i den moderne fysik,
og dermed ogsa i meget af vore dages moderne teknologi, er vektorrum, der bestar
af funktioner. Disse funktionsvektorrum viser sig at veere seerligt smukke udgaver
af vektorrum. Man kalder dem for Hilbertrum opkaldt efter en meget dygtig tysk

13
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matematiker, David Hilbert (1862-1943). Hilbertrumsteori mgder man tidligst pa
andet ar af matematikstudiet, sa det skal vi ikke tale mere om her.
&

Vi kan nu overfgre regnereglerne for vektorer til koordinatformen (vi beviser dem
ikke, men opfordrer til at overveje, hvorfor de er korrekte).

Saetning 1.1.1 (VEKTORREGNEREGLER PA KOORDINATFORM). Hvis ¥ =
g
(”1) 0g U = (Z;) er vektorer ogt € R, sa er

v2

tova=(0)+ ()= (ni)
V2 U9 (%) —+ U9

cran () () (27
V2 U2 Vo — U2

3. 7 = t(vl) _ (tvl)
() t’Ug

En anden mulighed vi nu har, idet vi har indfgrt vektorkoordinater, er at beregne
leengden af en vektor:

Saetning 1.1.2 (LENGDEFORMLEN). Huvis U = (2) er en vektor, sa er leng-

den af vektoren givet ved
U] = ¢/v? + v2

Bevis. Resultatet folger direkte af Pythagoras saetning (overvej, hvorfor!) m

Vi anfgrer uden bevis fglgende regneregel for laengden af en vektor:

Saetning 1.1.3. Hvis v = (Z;) er en vektor ogt € R er et tal, sa er lengden
af vektoren tv givet ved
|t0] = [¢]|9]

Bevis. Beviset er emnet i en senere opgave. O

Bemaerk, at i ovenstaende er den numeriske veerdi af ¢ angivet ved symbolerne [t
pa samme made som laengden af vektoren ¥ benaevnes |v]. Dette kan veere lidt
forvirrende, men teenk bare pa det hele som leengder. Den numeriske veerdi kan jo
ogsa opfattes som leengden af et tal.

14
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1.1.4 Vektorer og punkter i planen

I forbindelse med vektorer, er det naturligt at tale om vektorer mellem punkter.

Definition 1.1.6 (VEKTOR MELLEM TO PUNKTER). Hvis A og B er to
punkter i koordinatsystemet, sa kaldes vektoren fra A til B for E .

I det folgende vil vi kalde origo, altsa punktet (0,0) i koordinatsystemet, for O.

Definition 1.1.7 (STEDVEKTOR). Hvis P er et punkt i koordinatsystemet,
sa kaldes vektoren O? fra O til P for stedvektoren for P.

AB

op

Som det ses i nedenstaende figur, sa kan man ga fra A til B via C eller direkte fra
A til B — resultatet er det samme:

15
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CB
AC

AB

Vi har dermed argumenteret for indholdet i folgende saetning:

Saetning 1.1.4 (INDSKUDSREGLEN). Huis A,B og C er punkter i planen, sa

N AB — AC + OB

Seetningen kaldes indskudsreglen, fordi punktet C' bliver skudt ind mellem A og B.
Det er nok ikke seerligt oplagt pa nuvaerende tidspunkt, hvorfor det kan vaere smart,
men det viser sig, i nogen sammenhaenge, at beregninger kan ggres lettere ved at
bruge indskudsreglen.

Vi husker pa at Definition 1.1.7 sagde, at vektoren (ﬁ fra 0(0,0) til et punkt P(z,y)
i planen, kaldes for stedvektoren for P.

Der gaelder oplagt at punkt og stedvektor har samme koordinater (overvej, hvorfor!).

P(z,y)

7-()

16
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Vi kan bruge stedvektorer til at finde koordinaterne til vektoren mellem A(xy,y;1) og
B(z1,11):

A(w1,91)

B(z2,y2)

Dette er indholdet af fglgende seetning:

Saetning 1.1.5. Hvis A(x1,y1) o9 B(xa,ys) er punkter i planen, sa er koordi-

naterne for zﬁ givet ved
jﬁ _ ($2 - iUl)

Y2 — Y1

—
Bevis. Vi har to punkter i planen: A(z1,y1) og B(z2,y2). Lad OA og OB veere
punkternes stedvektorer.

Se nu pa tegningen:

A(z1,y1)

AB

B(z2,y2)

OB

Vi ved fra indskudsreglen (Seetning 1.1.4), at
OB = OA + AB.

Idet punkt og stedvektor har samme koordinater, far vi fra dette, at:

-1 ()-()- (273

Yo n Y2 — U1

17
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Hvor vi brugte regneregel 2 fra Saetning 1.1.1. Dette viser det gnskede. [

Vektorer mellem to punkter kan nu bruges til at finde en formel for afstanden mellem
to punkter i planen:

Saetning 1.1.6. Hvis A(x1,y1) og B(xa,y2) er punkter i planen, sa er afstan-
den mellem A og B givet ved:

dist(A,B) = |AB| = /(w2 — 1) + (2 — 1)

Bevis. Bruger man leengdeformlen (Seetning 1.1.2) pa vektoren E opnar man det
gnskede (gor det!). O

18
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1.1.5 Opgaver

Opgave 1

Opgave 2

Opgave 3

Opgave 4

Opgave 5

Opgave 6

Lad v = (_31) og u = (_12) Tegn folgende pa et papir:

a

=3

o
@1 @1 @1
21 :1

[

)
)
)
) —
)

OJ

e

Ggr som i Opgave 1, nu bare med vektorerne v = (}) 0g

Find leengden af alle vektorer naevnt i Opgave 1.
Find leengden af alle vektorer naevnt i Opgave 2.

Find koordinaterne til /ﬁ og tegn vektoren, nar

2,1) og B(9,4)

—4,3) og B(—9,1)
1,1) og B(1,12)

—2,—4) og B(—8,—10)
0,1) og B(9,0)

—5,7) og B(9,-2)

Find afstanden mellem punkterne:

a) (4,5) og (—1,17)

b) (=10, —21) og (—3,3)
¢) (1,8) og (10, —32)

d) (5,—1) og (7,-12)

19
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Opgave 7 Viskal i denne opgave se pa beviset for Seetning 1.1.3. Saetningen siger,
at [tv] = |t||V]. Beviset er fort herunder:

[0] =/ (tv1)? + (fv2)? = |/ P2(0F + v3) = [t/ v} + 03 = [t]|0].

a) Gennemga hvert enkelt lighedstegn. Indfgr ekstra mellemregninger
og forklaringer, sa du kan forsta alle dele i beviset.

b) Forklar, hvad der er laengder, og hvad der er numeriske veerdier i
ovenstaende.

Opgave 8 Givet punkterne A(4,—10), B(3,1) og C(—4,7).

a) Opskriv punkternes stedvektorer. Tegn punkter og stedvektorer i et
koordinatsystem.

b) Bestem vektoren zﬁ, AC og BC.

c) Bestem afstanden mellem B og C.

Opgave 9 Forklar, hvorfor der for to punkter A og B altid geelder f@ = —ﬂ.

Opgave 10 Lad to punkter veere givet ved A(2,9) og B(13,3).

a) Opskriv punkternes stedvektorer. Tegn punkter og stedvektorer i et
koordinatsystem.

b) Bestem vektoren AB.

—
c) Beregn vektoren OA+ %E . Forklar, at resultater er stedvektor for
midtpunktet af linjestykket mellem A og B.

Opgave 11 Bevis, at midtpunktet M af et linjestykke mellem punkterne A(zq,y;)
og B(xs,ys) har koordinaterne

M- $2+I1’y2+y1
2 2

—
Hint: Brug vektorerne OA og /@ . Lav en tegning.

20
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En anvendelse af vektorer (udfordrende!):

Dette er en opgave, hvor vi skal bruge vektorregning til at bevise en ssetning om
trekanter, nemlig at medianerne skeerer hinanden i samme punkt og at de deler
hinanden i forholdet 1 : 2. Der mindes om at medianen er en linje fra en vinkel, der
deler modstaende side i to lige store stykker.

°l

Opgave 12 Vi lader a = ? og ¢ = (ﬁ Argumentér for, at

a) B:E—J.
b) AC=7—-a.
c) BC =21

Opgave 13 Vi lader nu My, Mg og Mg veere midtpunkterne pa henholdsvis side
a, side b og side c. Vis, at

a) OM,=1(0+2) b) MaAd=a—OM,
¢) OMp=1(a+d d) MupB =1b—OM
6) Wczé<a+g) f) Mcgzg—O—ﬁC

Opgave 14 Vi indfgrer nu yderligere tre punkter, T4, Ts og T, hvorom der gaelder
at T4 deler medianen fra A til M Lalf i forholdet 1 : 2 (hgeledes med de to

andre), altsa O?A = OMA + = MAA og O?B =OMpg+ MBB samt
0T = OM e + 4 MCZ,z

Hvis du kan vise, at ﬁ A = ﬁ B = 07 ¢, sa er sgetningen bevist
(hvorfor?).

VlsatﬁA—ﬁB—ﬁc—% —i—E).

My

21
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1.2 Cosinus, sinus og tangens

Nogle har maske allerede stiftet bekendtskab med de trigonometriske stgrrelser co-
sinus, sinus og tangens for, f.eks. i grundskolen. Vi indfgrer alligevel disse grund-
leeggende stgrrelser her. Umiddelbart vil man nok forbinde sinus og cosinus med
trekanter, men vi skal se, at de ogsa spiller en rolle for vektorer.

1.2.1 Definition af cosinus, sinus og tangens

Definition 1.2.1 (ENHEDSCIRKLEN). Cirklen med centrum i punktet (0,0)
og radius 1 kaldes for enhedscirklen.

Herunder ses enhedscirklen tegnet i et koordinatsystem:

0.5 1

Vi vil i det fglgende omtale vinkler i enhedscirklen, og i denne forbindelse forstas
en vinkel, hvor det ene vinkelben altid tegnes ud af x-aksen. Det andet vinkelben
tegnes mod uret (det kaldes positiv omlgbsretning), hvis vinklen er positiv og med
uret (negativ omlgbsretning), hvis vinklen er negativ. Man siger, at vinklerne regnes
med fortegn.
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Definition 1.2.2 (RETNINGSPUNKT). Skaeringspunktet mellem det vinkel-
ben, der ikke ligger langs x-aksen, og enhedscirklen kaldes vinklens retnings-
punkt.

Dette er illustreret herunder:

R, (retningspunktet for v)

0.5 T

R (retningspunktet for w)

Vi kan nu definere de trigonometriske stgrrelser sinus og cosinus:

Definition 1.2.3 (SINUS O0G COSINUS). Hvis v er en vinkel i enhedscirklen,
sa er cosinus til v, som skrives: cos(v), forstekoordinaten til retningspunk-
tet for v. Ligeledes er sinus til v, som skrives: sin(v), andenkoordinaten til
retningspunktet for v.

Og tangens:

Definition 1.2.4 (TANGENS). Tangens til en vinkel v fastsaettes ved brgken:

sin(v)

, hvorv#90°+p-180°, p e Z
cos(v)

tan(v) =

23
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Ry (cos(v),sin(v))

0.5 T

0.5

Denne definition medferer naturligvis, at man, givet en vinkel i enhedscirklen, skal
aflaese cosinus pa x-aksen og sinus pa y-aksen:

e —_— = Ry (cos(v),sin(v))

Af definitionen fglger en raekke formler, der beskriver sammenhaengen mellem sinus
og cosinus. Vi naevner to, uden decideret bevis, men illustreret ganske overbevisende
i nedenstaende koordinatsystem:
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-
sin(v + 90°)

Nol+ 900 T

cos(90° + v) cos(v)

Seetning 1.2.1. For enhver vinkel v geelder, at
1. sin(90° + v) = cos(v)

2. cos(90° + v) = —sin(v)

Til slut fremfores yderligere tre vigtige egenskaber ved cosinus og sinus (igen uden
rigtigt bevis, men med to overbevisende tegninger):

Saetning 1.2.2. For enhver vinkel v geelder, at
3. cos(—v) = cos(v)
4. sin(—v) = —sin(v)

5. sin(v) = sin(180° — v)
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Nedenstaende illustrerer punkt 3) og 4).

sin(—v) |

Mens dette viser punkt 5).

N
N
N

K sin(180° — v
_, sin(180° — )

N
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1.2.2 Cosinus, sinus og tangens i Nspire

Kender man vinklen og skal finde cosinus, sinus eller tangensveerdien til denne vinkel
klares det let i Nspire (eller pa en lommeregner). Man indtaster bare det gnskede
(og husker at indstillingen i skal veere i grader). Det omvendte problem, hvor man
kender f.eks. cosinusveerdien til en vinkel, og man gnsker at finde vinklen, lgses ved
at bruge kommandoen arccos(), som Nspire skriver som cos™ (). Ligeledes kan
man bruge arcsin() og arctan().

cos(40) » 0.7660444431
sin(40) > 0.6427876097
tan(40) > 0.8390996312
cos(0.7660444431) » 40.
sin™(0.6427876097) > 40.
tan(0.8390996312) > 40.

Eksempel 1.2.1. Hvis vi eksempelvis ved at cos(v) = 0,724 og sin(w) = 0,203, sa
kan vi finde vinklerne v og w saledes?:

v = arccos(0,724) = cos™*(0,724) = 43,61°

0g
w = arcsin(0,203) = sin~*(0,203) = 11,71°

MEN, for der er et men, w kan ogsa have veerdien
w = 180° — 11,71° = 168,29°

da bade sin(11,71°) = 0,203 og sin(168,29°) = 0,203. Se Seetning 1.2.2. Man skal
saledes veere lidt forsigtig, hvis man finder vinkler (i trekanter eller mellem vektorer)
med sinus. Der vil som udgangspunkt altid veere to mulige svar. Kan man bruge
cosinus i stedet, sa vil det som regel veere en lettere strategi.

2her antages underforstaet at vi taler om vinkler mellem 0° og 180°
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1.2.3 Vektorer udtrykt ved hjelp af cosinus og sinus

I dette afsnit har vi brug for et nyt begreb: enhedsvektor:

Definition 1.2.5 (ENHEDSVEKTORER). En vektor med leengde én, kaldes en
enhedsvektor.

Vi skal ogsa definere retningsvinkler for vektorer:

Definition 1.2.6 (RETNINGSVINKEL FOR EN VEKTOR). Hvis @ er en vektor,
sa kalder vi den vinkel v € | — 180°,180°], som vektoren danner med x-aksen,
for retningsvinklen for d.

v = 174°
u = 27°

w = —63°

Figur 1.1: Herover ses retningsvinklen for tre vektorer. Bemzerk, at den ene er negativ. Ret-
ningsvinklen regnes med fortegn i forhold til xz-aksen.

Fra definitionen af cosinus og sinus er det klart, at stedvektoren for retningspunktet
for v har koordinaterne (husk at punkt og stedvektor har samme koordinater):

O_}§v _ (cos(’u))

sin(v)

Vi kan dermed skrive enhver enhedsvektor, €, pa folgende made:

hvor v er enhedsvektorens retningsvinkel.
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ne= (o)

Figur 1.2: Enhver enhedsvektor kan skrives & = (°3(*)

Sin(v)). Herover ses et eksempel med en
enhedsvektor og den tilhgrende retningsvinkel pa 30°, samt en rzekke andre enhedsvektorer med
retningsvinkler der er multiplum af 30°.

Dette danner grundlaget for, at vi kan skrive enhver egentlig vektor ved hjeelp af dens
retningsvinkel. For en egentlig vektor @, med retningsvinkel v, konstrueres vektoren

() ()

Denne vektor har samme leengde og retning som @, og derfor ma de veere ens:

i (7).

Vi har dermed begrundet fornuften i fglgende definition:

Definition 1.2.7 (VEKTORER PA POLAR FORM). Hvis @ er en egentlig vektor
med retningsvinkel v, sa kan @ skrives pa polaer form saledes:

= Go)

Eksempel 1.2.2. Lad os prgve at skrive vektoren a = (_31) pa poleer form. Det ses
(forhabentligt let), at leengden af @ er

@ = /a2 +ad = \/(-1)2+ 32 =10

29



Cosinus, sinus og tangens side 30 af 90

2 4
L (v)
a=lal Cioj(v))
1 4
Z s(v)
v T (:?I?(U)) #
-1 0 1 2 3 4

Figur 1.3: Enhver vektor kan skrives ved hjelp af leengden og retningsvinklen. Bemeerk, at
enhedsvektoren € blot skal ganges op med laengden af @, for at blive til @. Omvendt kan man ogsa

—

altid danne en enhedsvektor ud fra en egentlig vektor @, ved € = %a.
Hvis vi kalder v for retningsvinklen ma der derfor geelde, at

() =) =V (o)

eller skrevet ud som to ligninger:
—1=+10-cos(v) og 3=+10-sin(v)

Ligningerne lgses i Nspire:

solve(-1=m -cos(v) and 3=\/10 °sin(v),v)|-180£v£180 » y=108.4340488

Vi kan heraf se, at der geelder

i (3) - v (o)
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1.2.4 Opgaver

Opgave 1 Brug enhedscirklen pa naeste side (print den eventuelt ud) til at aflaese
cos(v) og sin(v) nar:

a) v=0° b) v =90° c) v=180°

d) v=45° e) v=60° f) v=230°

g) v=110° h) v=—-25° i) v=—-170°

i) v=—60° k) v=120° ) v=—150°
Opgave 2 Brug enhedscirklen pa naeste side til at afleese v (der kan veere flere

svar) nar:

a) sin(v) =0 b) sin(v) =0.5 ¢) sin(v) =0.1

d) sin(v) =—-04 e) sin(v) = —1 f) sin(v) =1

g) cos(v) =0 h) cos(v) = 0.5 i) cos(v) =0.1

j) cos(v) = —0.4 k) cos(v) = —1 1) cos(v) =1

Opgave 3 Brug Nspire til at finde vinklen (eller vinklerne), nar (to decimalers

ngjagtighed):
a) cos(v) =0.1 b) cos(v) = 0.555 c) cos(v) =0.123
d) cos(v) =—0.449 e) cos(v) =—0.776 f) cos(v) = 0.25
g) sin(v) = 0,546 h) sin(v) =0.5 i) sin(v) = 0.19
j) sin(v) = —04 k) tan(v) =0.9 1) tan(v) =10

Opgave 4 Brug Nspire til at finde sinus og cosinusvardierne til vinklerne i opgave
1.

Opgave 5 Bestem en enhedsvektor, der har samme retning som vektoren v = (Z)

Opgave 6 Bestem en enhedsvektor, der er modsat rettet vektoren v = (f,))

Opgave 7 Bestem enhedsvektorer, der har retningsvinkler pa henholdsvis 30°,
—80°, 160° og —120°.

Opgave 8 Skriv vektorerne @ og b pa poleer form, nar:

Opgave 9 Bevis, at cos(v)? +sin(v)? =1
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1.3 Prikproduktet

1.3.1 Definition og regneregler for prikproduktet

Vi skal i dette afsnit se nsermere pa et vigtigt begreb, nemlig prikproduktet (ogsa
kaldet skalarproduktet)

Definition 1.3.1 (PRIKPRODUKT). Hvis ¢ = (z;) og U = (Z;), sa defineres
prikproduktet af v og @ som:

= o (%1 Uy
VU= . = V1U] + VaUo.
V2 Uz

Bemaerkning 1.3.1. Man ma ikke teenke pa prikproduktet som en slags multiplika-
tion af vektorer. Sa skulle resultatet blive en vektor, men det ggr det ikke! Resultatet
af prikproduktet mellem to vektorer er et tal. I videregaende matematik kaldes det
for et indre produkt. o

Eksempel 1.3.1. Lad der vaere givet tre vektorer:
., -1 - —2 . t—1
a = b= og c=
(o) 7= (3) = == (%)
Vi bestemmer prikprodukterne @ - b og C-a:
- —1 —2
a-b= : =(—1)-(—2 10-1 =12
() ()
t—1 -1
C-a= : =(t—-1)-(-1)+5-10=51—t¢
ea= (") () - cu

Vi anfgrer uden bevis fglgende regneregler for prikproduktet:

Seetning 1.3.1. For vektorer c?,l; og CogtéeR gelder:

Bemaerkning 1.3.2. Regel 2 siger, at vi ma prikke ind i parentes preecist pa samme
made som vi ganger ind i parentes i de reelle tal. Bemaerk dog, at der I almindelighed
geelder (@-b)-¢#a-(b-¢). -
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%

Vi kender kvadratsatningerne for de reelle tal. Disse findes ogsa i en vektorudgave,
som vi ser herunder.

De er primaert af teoretisk interesse. Det vil veaere sjeeldent, at de kommer i brug i
opgaver, men vi skal umiddelbart efter ssetningen bruge en af kvadratssetningerne
til at vise et meget vigtigt resultat om prikproduktet.

Satning 1.3.2 (KVADRATSAETNINGERNE FOR VEKTORER). For vektorer d
09 b geelder:

1 |@+0b2=|a?+b2+2a-b

S

2. |@—b]=|a?+b]>—2a-

-

3. (@+0b)(@—1b) = |a]? — b2

Bewvis. For fuldsteendighedens skyld beviser vi fgrste kvadratseetning. De to andre
kan vises ganske tilsvarende. Vi bruger regneregler fra Seetning 1.3.1 gentagne gange.

@+0> = (a+b)-(a+0)
—G-d+a-b+b-a+b-b
—|a@?+|b]> +2a-b

)

hvilket var det, vi skulle bevise. O

Saetning 1.3.3. Prikproduktet mellem to vektorer er uafhaengigt af deres pla-
cering i koordinatsystemet, sa lenge vektorernes lengder og mellemliggende
wvinkel ikke @ndres.

Bewis. Vi starter med at forklare, hvad ssetningen faktisk betyder. Pastanden i seet-
ningen lyder, at det eneste, der er afggrende for prikproduktets veerdi, er leengden af
hver af vektorerne, samt vinklen mellem dem (her menes den vinkel der er mellem
0° og 180°). Dette er illustreret nedenfor (de stiplede vektorer er alle summen af de
to vektorer. De bruges i beviset):
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e

Alle af ovenstaende vektorpar vil have samme prikprodukt.

Nu til beviset, som er meget kort. Vi lader to vektorer veere @ og 5, og bruger nu
forste kvadratsaetning for vektorer:

@+ b]* = || + |b]* + 2d - b.
Heri isoleres @ - b: . ~
_la+ b —a* — b
= 5 .
Af dette udtryk kan det ses, at prikproduktet (venstresiden) kun afhaenger af laeengder
(hgjresiden bestar kun af leengder). Vektorers laengder er uathengig af, hvordan
de er orienteret i koordinatsystemet. Vi kan saledes konkludere, at to vektorers
prikprodukt ikke atheenger af, hvordan vektorerne er orienteret i koordinatsystemet,
men kun af deres laengder og vinklen mellem dem (vinklen mellem dem afggr leengden
pa @+ b). 0

—

S

1.3.2 Prikproduktet og vinkler mellem vektorer

Det kan veere af interesse, at finde vinklen mellem vektorer. Nar vi i dette afsnit
taler om ’vinklen mellem vektorer’, sa menes den vinkel v, der ligger i intervallet
[0°,180°], som det er illustreret herunder:
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Vi skal i dette afsnit se, at man kan beregne vinklen mellem to vektorer ved hjeelp
af prikproduktet. Formlen for dette er indholdet af fglgende saetning:

Saetning 1.3.4. Vinklen mellem to egentlige vektorer, d og l;, kan beregnes
ved folgende formel:

ISI
S

cos(v) =

|al[b]

Bewvis. Vi har to vektorer @ og g, med vinklen v mellem dem. Da Saetning 1.3.3 siger
at prikproduktet ikke afthaenger af vektorernes placering i koordinatsystemet, kan vi
flytte dem pa en snedig made:

S
\
\

Sl

Vi kan derfor bruge den poleere notation for vektorer (se Definition 1.2.7) og skrive
vektorerne saledes:

F= () < (T) o () < (B

Nu prikker vi @ og b sammen:

— a g — —
a-b= (\a!) : (U C?S(U)) = |a||b| cos(v) + 0 = |a||b| cos(v)
0 b sin(v)

hvori vi isolerer cos(v) (vi kan dividere med |@|[b], da ingen af vektorerne er nulvek-
toren):

— . g
cos(v) = Ci -
|al[b]
hvilket var formlen, der skulle vises. O]
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Et specielt interessant tilfeelde, er nar vinklen mellem to vektorer er 90°. Dette skal
vi se lidt mere detaljeret pa nu.

Definition 1.3.2 (ORTOGONALITET). Hvis &',I; € R?, er to egentlige vektorer,
sa siger vi, at de er ortogonale, hvis vinklen mellem dem er 90°.
Vi skriver @ L b.

Seetning 1.3.4 giver mulighed for at bevise en meget vigtig sammenhaeng mellem
ortogonalitet og prikproduktet.

Saetning 1.3.5. For to egentlige vektorer, a og 5, geelder at:

G1lb <= da-b=0

Bevis. Beviset er en raekke af udsagn, der hver isaer er akvivalente (overvej ngje
hvorfor!). Vi lader v betegne vinklen mellem @ og b:

a1lb < v=90°

<= cos(v) =0

ab
— ——= =0
|al[b]
= a-b=0
O
Vi kan desuden afggre om vinklen mellem to vektorer er stump eller spids:
Saetning 1.3.6. Hvis v er vinklen mellem to egentlige vektorer, @ og g, sa
geelder der, at:
e d-b>0" < 0<uv<90°
¢ d-D<0 < 90° <w < 180°
Bewis. Beviset er senere stillet som en opgave. O]

Vi ser lige et par eksempler:
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Eksempel 1.3.2. Afggr om vinklen mellem fglgende vektorer er stump, ret eller
spids

Vi prikker vektorerne sammen, og afggr derved om vinklen mellem dem er stump,
ret eller spids:

<_59) | (—23> =(=9)-245-(=3) = ~18 - 15 = =35,

altsa er vinklen stump.

<2> . (—1?110) =5-4+2-(-10) =20 -20 =0,

altsa er vinklen ret, vektorerne er ortogonale.

@)'(_32):1'(_2)+2'3:—2+6:4,

altsa er vinklen spids.

1)
2)

3)

Eksempel 1.3.3. Bestem t, sa vektorerne @ og b er ortogonale, nar

a= 2t 0 b= -2
~\6 & C\t+1)

Skal vektorerne veere ortogonale, sa skal deres prikprodukt veere nul, sa vi lgser
ligningen @ - b = 0 for ¢:

i h—0 s (& —2 0
a- p— . p—
6 t+1
= 2t-(-2)+6-(t+1)=0
<— —4t+6t+6=0
<— 2t=6
= t=3

Heraf kan vi altsa se, at hvis ¢t = 3, sa er vektorerne ortogonale.
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1.3.3 Opgaver

Opgave 1 Beregn prikproduktet mellem @ og l;, nar:

Opgave 2 Givet tre vektorer, @ = (74), b= (:6) og C = (f’l) Beregn:

1

a) a-b

b) @-(b+ @)

<) (@+b)-(@+07)
d) (@+0b)-¢

Opgave 3 Bestem t, sa prikproduktet mellem vektorerne @ og b er nul, nar:

a) @ = () og b= (o)
b) @ = (")) og b= (5)
c) a= (3j2t) og b= (%)
d) i = (,) ogb= ()

Opgave 4 Find vinklen mellem vektorerne a og Z;, nar:

a) d= () ogb= (")
b) d@= () og b=}
¢) d=(7)ogb=(73)
d) = (3) ogb=(})

Opgave 5 Bestem t, sa vektorerne @ og b er ortogonale, nar:
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Opgave 6

Opgave 7

Opgave 8

Opgave 9

Opgave 10

Opgave 11

a) (

b) @=("7") og b= (F)
¢) @=(575) 08 b= ()
d) @=(5) og b= ("]")

nar:

En trekants vinkelspidser ligger i punkterne A(10,10), B(—3, — 8) og
C(—15,0).

Afggr om ANABC' er spids—, ret— eller stumpvinklet.

Vektorerne a@ = (g) og (?) udspeender et parallelogram.

Bestem vinklerne i parallelogrammet.

En trekant er udspaendt af punkterne A(1,1), B(8,2) og C(4,10).

a) Bestem vektorerne E og 1@ .

b) Benyt formlen for vinkler mellem vektorer til at bestemme vinkel

A.

¢) Bestem vha. vektorregning leengden af siden BC.

En trekant er udspeendt af punkterne A(1,1), B(—3,2) og C(7,6).

a) Bestem vektorerne E og 1@ .

b) Benyt formlen for vinkler mellem vektorer til at bestemme vinkel

A.

c) Bestem vha. vektorregning leengden af siden BC.

Bevis regel 2) og 3) i Seetning 1.3.2.
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Opgave 12 Bevis Seetning 1.3.6
Hint: Brug formlen fra Seetning 1.3.4

QL
S

cos(v) =

|al|o]

og brug din viden om fortegnet for cos(v) athengigt af sterrelsen pa v.
Husk desuden pa at |a@||b] > 0 altid.
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1.4 Projektionsformlen

Vi skal i dette afsnit arbejde med et nyt begreb, nemlig projektioner. Det fglgende

kan have en tendens til at blive anelse teknisk, sa veer omhyggelig med at bruge
tegningerne som hjelp til at forsta begreberne.

1.4.1 Definition af projektionen af en vektor pa en vektor

Definition 1.4.1 (PROJEKTION AF VEKTOR PA VEKTOR). Hvis d@,b € R? er

to egentlige vektorer og ¢ er linjen, der indeholder l;, sa kaldes den vektor der

fremkommer ved at nedfselde @ vinkelret pa linjen ¢, for projektionen af @ pa
b. Vi skriver aj.

QL

Man kan taenke pa projektionen a@, som den skygge d kaster pa linjen gennem I;, hvis
der belyses vinkelret ned pa denne linje.

Det kan veere simplere (og smartere) at tegne projektioner, hvor alle vektorer sa

at sige "starter samme sted”. Ovenstaende situation er altsa helt sekvivalent med
nedenstaende:
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—
o

Pa denne made er alle rade vektorer projektioner af @ pa b:

Figur 1.4: Alle de rgde vektorer er projektioner af en vektor @ pa b. Laes meerke til at det er
retningen pa d, der afggr retningen pa projektionen .
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1.4.2 Projektionsformlen

Inden vi gar videre, skal vi lige praecisere, hvad det vil sige, at to vektorer er parallelle.

Definition 1.4.2 (PARALLELLE VEKTORER). To egentlige vektorer @ og b
siges at veere parallelle, hvis de enten har samme retning eller hvis de har

modsat retning.
Vi skriver @ || b.

Alle vektorer herunder er parallelle:

Vi vil uden bevis postulere fglgende seetning:

Seetning 1.4.1. Hvis d og b er to egentlige vektorer, sa gaelder det, at:

@|b < der findes et talt € R, si @ = tb.

Resultatet er ikke overraskende. Hvis to vektorer har samme retning, sa ma den ene
jo naturligvis kunne ganges op til at blive den anden. Og hvis de er modsatrettede,
sa geelder det samme selvfglgelig, her bliver skalafaktoren bare negativ.

Vi er nu klar til at bevise projektionsformlen:
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Seetning 1.4.2 (PROJEKTIONSFORMLEN). Huis @,b er vektorer, hvor b # &
sa findes projektionen af a pa b ved formlen:

S

a -

Desuden gelder, at lengden af projektionen er:

—

ap —

b

Sy

ja- ]
9

|| =

Beuvis. Vi tager udgangspunkt i fglgende tegning af en projektion af @ pa b:

Vi kalder som saedvanligt vektoren fra @) til P for Q? Ifglge definitionen pa vekto-
raddition geelder der, at

=i, +Ob.
Da a, og b er parallelle, sa findes et tal, ¢, sa @, = th (Seetning 1.4.1). Vi kan saledes
skrive
i—th+QP.
Vi regner nu pa prikproduktet a - b:
G b=(th+QP) - b=th-b+QP b=t +0 =t

Heri isoleres t:

t_a@
IR
hvor vi saledes har bevist, at:
a-b -
C_I:b = — b

Dette viser projektionsformlen. Nu mangler vi laeengden af projektionen. Bruger vi
reglen |td| = |t||d] pa ovenstaende opnas:
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1.4.3 Opgaver

Opgave 1

Opgave 2

Opgave 3

I et koordinatsystem er fglgende vektorer givet:

“() G 0

a) Bestem koordinatsaettet til projektionen af @ pa b.
b) Bestem koordinatsaettet til projektionen af b pac

¢) Bestem koordinatseettet til projektionen af @ — ¢ pa a.

Der er givet to vektorer a = (:1)’) og b= (%2).

a) Tegn vektorerne (i handen).
b) Gor rede for at @ L b.

¢) Bestem projektionen af @ pa b (kan du geette resultatet pa forhand?)

Bestem, vha. leengdeformlen for projektioner, leengden af projektionen
af @ pa b. Bestem desuden koordinatsettet til bade projektionen af @
pa b samt projektionen af b pa @. Tegn til slut alle vektorerne i handen,
nar:

a)
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De naeste to opgaver er mest for seerligt interesserede. De abner (en smule) op for
noget af det, man vil se om vektorer i videregaende matematik.

Opgave 4 Vi husker de to basisvektorer i = ((1)) og ; = ((1)) Vi husker desuden,

at vektorers koordinater er givet ud fra basisvektorerne 7 og j, altsa at

der for en ubekendt vektor ¢ = (2) gaelder ¥ = vyi + v9].

a) Vis, at projektionen af v pa i er v1i og at projektionen af ¥ pa j er
V1 j .

b) Forklar, at der derfor ma geelde, at v = v; + ;.

Opgave 4 forteeller, at vi kan skrive enhver vektor som en sum projektionerne af
vektoren pa basisvektorerne 7 og j. Det vil vise sig i naeste opgave, at hvis vi erstatter
basisvektorerne i og j af to andre ortogonale vektorer, sa kan vi gore det samme.

Opgave 5 a) Lad nu to andre vektorer vaere givet ved 51 = (f) og l;g = (_21) Gor
rede for at l;l 4 I;Q.

b) Find projektionen af ¢ = (2) pa by og by.
c) Vis, at U = U, + U,

d) Lad nu ¢ = (21) vaere en ubekendt vektor. Vis, at 4, = —2”15’ = (f)
2
2U9 —v1 (—1
5 2

e) Tallene 2”1; %2 og 2”25_ Y kaldes koordinaterne med hensyn til basen

{b1,bs}. Lad nu ¢ = (72°). Gor ved hjeelp af ovenstaende koordinater

rede for, at v = —951 + 752.

f) Lad v = (E’fﬁ) Bestem z og y, nar 7 = zby + ygg

og Uy, = ). Vis desuden, at ¥ = Ty, + Ty,.
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1.5 Determinant

1.5.1 Tvearvektor

Definition 1.5.1 (TVERVEKTOR). Tveervektoren a til en egentlig vektor @ er
den vektor man opnar ved at dreje @ 90° i positiv omlgbsretning (mod uret).

Herunder ses en raekke vektorer og deres tveervektorer:

QL

g

S5

Det er klart at en vektor en dens tvaervektor ma have samme leengde, altsa at

Det viser sig at veere dejligt let at finde koordinaterne til tveervektorer, hvilket
folgende seetning viser:

Saetning 1.5.1. Twervektoren a til en egentlig vektor @ = (Z;) findes ved:

2 <—CL2>

a =

3]

Bewvis. Lad en egentlig vektor a@ = (Z;) veere givet. Vi skriver denne pa den polaere
form:

G = || (093(1;)) .

sin(v)
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Her er altsa a; = |d| cos(v) og as = |@]| sin(v). Da tveervektoren er drejet 90° i positiv
retning, men har samme laengde, ma der galde, at

() ()= ()

Hvilket var det der skulle vises. Vi brugte undervejs, at cos(v + 90°) = —sin(v) og
sin(v 4+ 90°) = cos(v) (se Seetning 1.2.1). O

1.5.2 Definition af determinant

Determinanten af et vektorpar defineres saledes:

Definition 1.5.2 (DETERMINANT). Hvis @ og b er to vektorer, si defineres
determinanten af @ og b, ved:

det(@,b) = a- b

Vi kan se at for vektorerne a = (Z;) og b= (Z;), er

- b
det((i,b) = < a?2> . (b;) = —agbl + a1b2 = CleQ — a2b1

Det kan veere smart at bruge en anden made at skrive determinanten op:

-,

det(@f) = |1 O

(05} bg

‘ = albg — CLle.

De lodrette streger i ovenstaende er blot en anden skrivemade for determinanten.
Det kan veere praktisk at skrive determinanten op pa denne made, da man sa kan
udregne den ved at fglge den lille rgde slgjfe, der ses herunder:

a
1 :/bl

det(c?,l;) = | /O | = aby —axby
CLQ\\_\—ybz

Eksempel 1.5.1. Vi beregner determinanten af v = (3) og U = (_46):

det(7,7) = ‘ S ‘ —2.4-9.(—6) =8+ 5462,
Vi prover ogsa at udregne det(,v):
oo —6 2
det(u,v) = =—6-9—-4.-2=-54—-8=—-62.
4 9
Vi kan se, at det(¥,u) = — det(u,0). Vi skal senere vise, at dette geelder generelt.
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1.5.3 Grundlseggende egenskaber ved determinanten

Folgende seetning angiver nogle af de grundleeggende egenskaber ved determinanten.

Seetning 1.5.2. Huis a og b er to vektorer, hvor w er den vinkel, der gar fra
a til b (regnet med fortegn), sa geelder:

-

1. det(a@, b) = — det(b,a@)
2. det(a@,b) = |al|b| sin(w)

=,

3. det(@b) =0 < @b

Bevis. Lad d = (“) og b= (}').

Del 1) bevises let ved at udregne hgjre— og venstresiden og se at de er ens:

-

det(@p) — | @ U

as by

— det(b,d) = —

= —<bla2 — b2a1) = a1b2 — a2bl.

by as

For at bevise del 2) skal vi veere lidt mere snedige. Vi laver et lille trick, som vi har
set for i beviset for Seetning 1.3.4.

Da determinanten af @ og b er defineret som prikproduktet mellem a og I;, og da
Seetning 1.3.3 siger, at prikprodukter er uathaengige af vektorernes placering i koor-
dinatsystemet, kan vi flytte vektorerne pa en snu facon:

S
\
\

Sl

20
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Vi kan desuden bruge den poleere notation for vektorer (se Definition 1.2.7) og skrive
vektorerne saledes:
a= () = () e =m(C) - (‘b:'cf”(w))
sin(0°) 0 sin(w) b sin(w)
Vi kan nu finde determinanten:
= |a]|p] sin(w) + 0 = [|[b] sin(w),

@ [b] cos(w)
0 |b]sin(w)

-,

det(a,b) =

hvilket var det der skulle vises.

Beviset for del 3) er en raekke biimplikationer:

-

det(a@,b) =0

111

ISI

]

Det er iseer veerd at bemeerke regel 3), der giver en mulighed for at tjekke om vektorer
er parallelle, ligesom prikproduktet giver mulighed for at tjekke ortogonalitet.

Eksempel 1.5.2. Vi bestemmer ¢, sa vektorerne @ = (24t) og b= (2?) er parallelle.

Hvis vektorerne skal veere parallelle, skal deres determinant veere nul. Vi lgser derfor

-,

ligningen det(a,b) = 0 for t.

det(@b) =0 < ‘it QJ{t

':0

= 2A-1—-4-241)=0
— 2t —8—-4t=0

— -2t =38

— t=-4

Vi kan derfor konkludere, at @ || b nar t = —4.

o1
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1.5.4 Determinanter og arealer

Som vi har omtalt tidligere, sa udspaender to (egentlige) vektorer altid et parallelo-
gram:

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

S
\
\

ST

Der gelder fplgende sasetning;:

Saetning 1.5.3. Hvis @ og b er egentlige vektorer, sa er arealet af det paral-
lelogram som vektorerne udspender givet ved

— ‘

Apamllelogmm = ’det(aab)

Bevis. Udgangspunktet er en udvidelse af ovenstaende tegning:

Q>

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

b[l ih ///

Vi ved pa forhand at arealet af parallelogrammet er hgjden gange grundlinjen:
Aparallelogram =h- g

Her er }5a| = h og |d| = g, og dermed giver leengdeformlen for projektioner (Seetning
1.4.2, at

9

Aparallelogram = |g&||a - ~ |5| =

hvilket var det der skulle vises. Vi brugte undervejs leengdeformlen ved andet lig-
hedstegn, og at |a| gar ud med |d| i tredje lighedstegn, da |a| = |d]|, samt til slut
definitionen pa determinanten.

]
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Af denne s@tning fremgar det nu umid- .

delbart, at arealet af trekanten udspeendt N
af to vektorer, er givet ved halvdelen af
den numeriske veerdi af determinanten, \
idet trekantens areal er praecist halvdelen N
af parallelogrammets:

>

ST

Seetning 1.5.4. Hvis d@ og b er egentlige vektorer, sa er arealet af den trekant
som vektorerne udspaender givet ved

det(a,b)

1
Atrekant - 5

1.5.5 Determinanter og ligningssystemer

Vi skal i dette afsnit se, hvordan man kan bruge determinanten til at lgse to (linesere)
ligninger med to ubekendte, altsa er ligningssystem som f.eks.:

3+ 2y =10
—x+4y =06
Mere generelt kan vi skrive:
a1r + by = ¢
asx + by = co
eller pa vektorform:
b
(o) ()= ()
(05} b2 Cy
og endnu mere kompakt: .
ar+by=c

Vi kan lgse ligningssystemer med substitutionsmetoden eller lige store koefficien-
ters metode, men folgende seetning giver ogsa lgsningen. Vi kan kalde metoden, for
determinantmetoden:
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Saetning 1.5.5. Lad d = (Z;)’g: (Z;) 0g = (2) Huis det(c?,l;) # 0, sa har
ligningssystemet

ar + by =
asx + boy = co
losningen
det(c,b det(a
5 — det(Gh) og y— (@)
det(a,b) det(a,b)

Bevis. Vi skriver ligningssystemet pa den kompakte vektorform:
ar+by =2

Heri isoleres forst =

Vi brugte undervejs, at b-b = 0, da b L g, samt definitionen pa determinanter
(Definition 1.5.2). Desuden brugte vi til sidst, at det(d,b) = —det(b,@) (Seetning
1.5.2).

Pa tilsvarende made isoleres y:

~

dr+by=2¢ = a-dr+ aby = aé

Q>

-,

< 0+ det(a,b)y = det(a,c)

det(a
o y=— (G’C:)
det(a,b)

Dette viser, at hvis ligningssystemet az + l;y = C har en lgsning, sa er lgsningen pa
ovenstaende form (nar det(d,b) # 0). Vi mangler da at vise, at de fundne udtryk
for x og y faktisk er en lgsning. Dette kan ggres ved indsaettelse og udregning med

koordinater, men det gor vi ikke her (se opgaveafsnittet). O
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Bemeaerkning 1.5.1. Ovenstaende sztning udtaler sig kun om det tilfeelde, hvor
ajf b, hvilket betyder, at ligningssystemet har netop én lgsning. Hvis @ || b, s& kan lig-
ningssystemet enten have uendeligt mange Igsninger, eller ogsa har ligningssystemet
ingen lgsninger.

%

Bemzerkning 1.5.2 (FOR SPECIELT INTERESSEREDE). Ud over muligheden for at
lpse et linezert ligningssystem med to variable, sa giver s@tningen ogsa opskriften
pa at skrive enhver vektor som sum af to givne ikke-parallelle vektorer. Det vil altsa
sige, at man f.eks. i stedet for at veelge de to standard basisvektorer Zog f, sa kan vi
veelge to helt andre ikke-parallelle vektorer @ og g, og bruge dem som basisvektorer.
Man kan ogsa indfgre vektorkoordinater med hensyn til de to nye basisvektorer; det
bliver sa tallene x og y.

Lad os slutte med et eksempel pa lgsning af to ligninger med to ubekendte:

Eksempel 1.5.3. Vi Igser ligningssystemet

—3x+2y="7
dor — 2y = —6

-

Her er @ = (_3), b= (_22) og C= (_76). Vi udregner forst det(d, b):

det(c?,g) = ‘_43 _22‘ =-3-(-2)—4-2=6-8=-2
Determinanten er ikke nul, sa der ér en lgsning. Vi udregner de to resterende deter-
minanter:

det(a@,0) = “43 _76‘ = —3.(—6)—4-7=18—28 = —10
det(20) — ‘_76 _22' 7 (=2) = (=6) 2= —14+12 = —2
Lgsningerne er da:
. det(@h) _ -2 _ _ det(@d) _ 10 _
det(dp) -2 & det(@p) -2
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1.5.6 Opgaver

Opgave 1 Bestem tvarvektoren, a, til vektoren a:
Q) = () b) a= () Q) a= ()
d) a=(7,") e) = (%) f) a=(y)
Opgave 2 Bestem determinanten af @ og l;, nar

W d= () osi=(7) by =) oxb= ("

oy
I

Opgave 3 Bestem t, sa vektorerne @ og b er parallelle, nar:

a) a= (3" ogb=()) b) a= (") ogb=(3)
¢) d=(g) og b= (g) d) @= () ogb=(3)
e) @=(y) ogb=()) f) a=(*") ogb= (")

Opgave 4 Lad to vektorer veere givet ved:

L (2 i (1
S R U

a) Bestem t, s& @ || b.
b) Bestem for ¢ = 4 arealet af parallelogrammet udspeendt af @ og b.

c) Bestem de veerdier af ¢, hvorom det geelder, at arealet af trekanten
udspaendt af @ og b er 1.

Opgave 5 En trekant har sine vinkelspidser i punkterne A(1,1), B(8,3) og C(6,7).

a) Bestem arealet af trekanten.

b) Et andet punkt D(5,y) ligger pa linjen = 5. Bestem y, sa arealet
af AABD er dobbelt sa stort som arealet af AABC.

Opgave 6 Om en trekant ABC gaelder, at A =40°, b =10 og c = 5.

a) Tegn trekanten i et passende koordinatsystem.

b) Beregn arealet af trekanten.
Opgave 7 Lgs folgende ligningssystemer med determinantmetoden:
a)
20 — 4y = -8
-3z 45y =9

o6



Determinant side 57 af 90
b)
rT—y=-—7
20+ 2y = —6
c)
—10z =3y =9
—xr 42y =17
d)
—r—y=-3
—4x +y =12
e)
6r — 3y = —4
—r+4y =3

Opgave 8

Opgave 9

Lad = (), 5 = () og = ().

a) Find z og y, sa ¢ = xd + yl;

b) Samme spgrgsmal, men med ¢ = ((1)) og ¢ = ((1))
(Bevis for anden del af Seetning 1.5.5) Lad @ = (Z;), b
veere givet. Vis ved indsaettelse, at tallene

det(Z,b) det(@,)
= - g y = -
det(a,b) det(a,b)

er lgsninger til ligningsystemet

a1x + by = 1

asT + by = o

57
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Kapitel 2
Linjer og cirkler

I dette kapitel skal vi udnytte vores kendskab til vektorer til at udvikle (udvide)
teorien om rette linjer, og indfgre teori om et andet vigtigt geometrisk objekt, nemlig
cirkler.

2.1 Linjer og vektorer

2.1.1 Linjens parameterfremstilling

Indtil nu har vi beskrevet rette linjer som grafer for linesere funktioner. Dette har
sine fordele, men ogsa ulemper. F.eks. er lodrette linjer ikke mulige grafer for linesere
funktioner. Med vektorveerktgjskassen pa plads kan vi udvide mulighederne for at
beskrive rette linjer.

Forst skal vi se pa linjens parameterfremstilling. Hertil defineres forst et vigtigt
begreb, nemlig retningsvektoren for en linje:

Definition 2.1.1 (RETNINGSVEKTOR). Hvis ¢ er en ret linje i planen, sa
kaldes enhver vektor, 7, der er parallel med /¢, for en retningsvektor for £.
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Saetning 2.1.1 (LINJENS PARAMETERFREMSTILLING). Huis ¢ er en ret linje
i planen, 7" = (”) er en retningsvektor for £ og Po(xo,yg) er et punkt pa {, sa
geelder der, at et punkt, P(x.y), ligger pa £, precis nar der findes et t € R, sa

G)= G

Ovenstaende kaldes for parameterfremstillingen for £.

Beuvis. Vi tager udgangspunkt i fglgende situation, hvor en linje ¢ er givet, og hvor
7= (:1) er en retningsvektor for £ og Py(xo,yo) er et (fast) punkt pa ¢, mens P(z,y)
er et variabelt punkt (der kan ligge hvor som helst, men her er tegnet pa /).

P(zy)

Nar ﬁ (x x“) betegner vektoren fra Py til P, sa geelder der, at:

P(x,y) ligger pa { <= ﬁ | 7
<= der findeset t € R, sa Fﬁ =t{r

<= der findeset t € R, sa <x B xo) = t(rl)
Y—% T2

<= der findeset t € R, sa <a:) = (xo) + t(rl),
Y Yo T2

hvilket var det, der skulle bevises. O

Bemeaerkning 2.1.1. Vi har hermed bevist, at stedvektoren for ethvert punkt,
P(z,y), pa en linje, ¢, kan beskrives ved:

x x r
()= Go) )
Y Yo T2
for et £ € R. Samt omvendt, at enhver vektor beskrevet ved ovenstaende parameter-
fremstilling er stedvektor for et punkt pa linjen /.
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Skal man bestemme en linjes parameterfremstilling, sa har man altsa brug for at
kende:

e ct punkt pa linjen.

e en retningsvektor.

Dette ser vi et eksempel pa her:

Eksempel 2.1.1. En linje gar gennem punkterne (2,16) og (13,—12). Vi bestemmer
en parameterfremstilling for linjen.

Vi kender allerede et punkt (faktisk to) pa linjen, sa vi mangler kun en retningsvek-
tor. Denne findes lettest som vektoren fra det ene punkt til det andet:

L 13-2\ (11
"Tll12-16) T 228

og dermed er en parameterfremstilling for linjen:
N _(2), (1
y) \16 —28)"

2.1.2 Linjens ligning

Vi starter med at definere endnu et vigtigt begreb:

Definition 2.1.2 (NORMALVEKTOR). Hvis £ er en ret linje i planen, sa kaldes
enhver vektor, 7, der star vinkelret pa ¢, for en normalvektor for ¢.

Si

Normalvektoren kan bruges til endnu en beskrivelse af en ret linje, nemlig linjens
ligning:
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Seetning 2.1.2 (LINJENS LIGNING). Huis { er en ret linje i planen, it = (§)

er en normalvektor for ¢ og Py(xo,y0) er et punkt pa {, sa gelder der, at et
punkt P(x.y) ligger pa ¢ precist nar P(x,y) opfylder ligningen:

a(x — xo) + b(y — yo) = 0.

Man kalder dette for linjens ligning.

Bewvis. Vi lader en ret linje ¢ veere givet. Desuden lader vi 77 = (Z) veere en normal-
vektor for ¢ ligesom vi lader Py(xo,yo) veere et fast punkt pa linjen, mens P(x,y) er
et variabelt punkt.

Nar fTO? = (z:zo) betegner vektoren fra Py til P, sa geelder, der at:
y—yo

P ligger pa { <— ﬁJ_ﬁ
e PP-ii=0

= (70 (5) -0
< a(xr — ) + by —y) =0,

hvilket var det, der skulle vises. O

Linjens ligning pa formen
a(z — o) + b(y — yo) =0

har den fordel, at man direkte kan aflaese bade en normalvektor og et punkt for
linjen. Dermed kan man ogsa direkte konstruere linjens ligning, hvis man kender

e et punkt pa linjen.

e en normalvektor for linjen.
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Bemaerkning 2.1.2. Omskrivningen

a(x — xo) + b(y — yo) = ax — axy + by — by
= azx + by + (—azo — byo)
=azr + by +ec,

hvor ¢ = —axy — byy, viser at linjens ligning ogsa kan skrives pa formen
ar + by +c =0,

hvor det kun er muligt at aflaese normalvektoren direkte. Begge udgaver af linjens
ligning er almindelige.

%

Eksempel 2.1.2. Vi bestemmer en ligning for linjen fra eksempel 2.1.1, der havde
en parameterfremstilling pa formen:

()= () ()

Vi kender allerede et punkt pa linjen: (2,16). Vi skal finde en normalvektor. Dette
ggres let, da en normalvektor altid vil sta vinkelret pa en retningsvektor, sa vi kan
bruge tveervektoren til retningsvektoren som normalvektor:

Dermed er linjens ligning:
28(x —2)+11(y — 16) =0
eller skrevet pa den anden made:
28z + 11y — 232 = 0.

Bemaerk, at tallet —232 ikke kan fortolkes som skeering med y-aksen.

2.1.3 Afstand mellem punkt og linje

Vi ser nu pa en linje, ¢, i planen med normalvektoren 77 = (‘Z) og ligningen ax + by +
¢ =0, samt et punkt P(z1,y1).

Vi gnsker at finde en formel, der angiver afstanden fra punktet P til linjen /.
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Definition 2.1.3 (AFSTAND MELLEM PUNKT OG LINJE). Hvis £ er en ret
linje og P(z1,y1) er et punkt i planen, sa defineres afstanden mellem P og ¢,
som den korteste afstand mellem P og ¢. Vi skriver dist(P,/().

P<l’173/1)

dist(P,0)

Folgende saetning giver formel for denne afstand:

Seetning 2.1.3 (DIST-FORMLEN). Huis { er en ret linje med ligningen ax +
by + ¢ =0 og P(xy1,y1) er et punkt i planen, sa er afstanden mellem P og ¢

givet ved:
_azy +byy + ¢

dist(P)l) = N

Bewis. Vi lader linjen ¢ : ax 4+ by + ¢ = 0 med normalvektor 7 = (Z) og punktet
P(x1,y1) veere givet. Desuden lader vi Py(z,yo) veere et punkt pa /.

P(l’byl)

dist(P,0)

Vi tegner vektoren Poﬁ = (217%) og projektionsvektoren af Poﬁ pa i: By ﬁn.

Y1—Yo
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Da gelder det, at afstanden fra P til £ netop er leengden af projektionen af Poﬁ pa
normalvektoren 7:

dist(P,f) = ]ﬁn

Vi bruger laengdeformlen for projektioner (Seetning 1.4.2: |ay| = |‘|igf ) til at opna:

dist(P,f) = ‘170?”
\ﬁ : ﬁ‘

7]
-6
a? 4+ b2

Da P(xg,y0) er et punkt pa linjen £, sa kan vi indsaette punktets koordinater i linjens
ligning og fa:

arg+byg+c=0 <= c= —axyg— by
som kan indseaettes i ovenstaende udtryk for dist(P,¢), sa vi far:

) laxy + by, + ¢
dist(P,l) = ,
ist(P4) va?+ b?

hvilket praecist var, hvad der skulle bevises.

O
Eksempel 2.1.3. Vi finder afstanden mellem linjen givet ved ligningen
(:3xr—4y+10=0
og punktet P(2, — 6). Vi bruger formlen:
. laxy + by; + |
dist(PJl) =
PO ="ew
~3-2—4-(-6)+ 10|
32+ (—4)?
|6+ 24 + 10|
V9 + 16
40
5
=38
Sa afstanden mellem P og ¢ er altsa 8.
&
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2.1.4 Nogle opgavelgsningsstrategier

I og med at vi har to mulige beskrivelser af linjer, er der tre mulige kombinationer,
vi skal kunne finde skeeringspunkter for:

- To linjer givet ved parameterfremstillinger.

- To linjer givet ved linjens ligning.

- En linje givet ved en parameterfermstilling og en linje givet ved linjens ligning.

Fremgangsmaden for hver af de tre situationer forklares herunder:

Skaering mellem to linjer givet ved parameterfremstillinger:

Vi forklarer fremgangsmaden via et eksempel. Givet linjerne m og n med parame-
terfremstillingerne s

wi ()= (D) +s(F) e ()= (5) ()

Nar linjerne skaerer hinanden der findes bade s € R og t € R, sa begge parameter-
fremstillinger giver samme resultat. Der skal dermed for et bestem s og et bestemt

¢ gelde, at @ X S(—;) _ (:;) +t(_43).

Opgaven gar nu ud pa at finde s eller . Bemeaerk, at dette svarer til at lgse lignings-
systemet

3—2s=—1+4t
1+5s=-3-3t

Dette ligningssystem kan lgses pa mange mader (her i blandt med solve i Nspire),
og det vil vi ikke uddybe her. Resultatet er s = -2 og t = 2.

Der mangles blot nu at finde skaeringspunktet, og dette ggres ved at indssette s i
parameterfremstillingen for m eller ¢ i parameterfremstillingen for n (resultatet er
det samme). Vi indseetter s = —2 1 m:

()= () ()= () ()= ()

Skaeringspunktet er altsa (7, — 9).

65



Linjer og vektorer side 66 af 90

Skaering mellem to linjer givet ved linjens ligning:

Givet linjerne m og n (det er samme linjer som i forrige afsnit) med ligningerne
m:—br—2y+17=0 og n:3rxr+4y+15=0

Nar linjerne skeerer hinanden, findes et x og et y, som opfylder begge ligninger. Vi
skal finde disse veerdier.

Bemeerk, at dette svarer til at lgse ligningssystemet

—bxr — 2y = —17
3v+ 4y =—-15

Dette ligningssystem kan (igen) lgses pa mange mader (ogsa med solve i Nspire).
Resultatet er z = 7 og y = —9, hvilket stemmer overens med forrige afsnit.

Skaeringspunktet er altsa (7, — 9).

Skeering mellem en linje givet ved en parameterfremstilling og en linje
givet ved en ligning:

Givet linjen m med parameterfremstillingen:
x 3 . —2
m: = S
Y 1 5)

n:3r+4y+15=0

og n med ligningen:
Vi finder det s, der far x og y fra m til at opfylde ligningen for n. Dette ggres lettest
ved at indsaette udtryk for x og y fra m i n:

r=3—12s
y=1+45s

indseettes i 3x + 4y + 15 =0:
3(3—2s)+4(1+5s)+15=0
Heri isoleres s (det springer vi over). Ggr man dette opnar vi s = —2.
Der mangles blot nu at finde skaeringspunktet. Dette gores ved at indsaette s = —2
x 3 -2 3 4 7
Y 1 5 1 —10 -9
Skeeringspunktet er altsa (7, —9).
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Vinkler mellem linjer

Skal man finde vinkler mellem linjer beskrevet ved enten deres parameterfremstilling
eller ligning, kan det veere meget smart at bruge linjernes retnings— eller normalvek-
torer.

\

Skal man finde vinklen mellem to linjer er der altid to (og med mindre linjerne er
vinkelrette, er den ene spids og den anden stump). Hvis v og w er de to vinkler, sa
geelder der altid, at

v+ w = 180°

sa man kan altid finde den ene, hvis man kender den anden.

Som det er illustreret pa tegningen ovenfor, sa kan man altid finde den ene vinkel
(i dette tilfselde den stumpe), ved at finde vinklen mellem retningsvektorerne (se
Seetning 1.3.4).

Hvis man kender normalvektorerne er situationen praecist den samme. Den ene vinkel
(i dette tilfeelde den spidse) mellem linjerne er preecist den samme som vinklen
mellem linjernes normalvektorer:
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2.1.5 Opgaver

Opgave 1

Opgave 2

Opgave 3

Opgave 4

Opgave 5

En linje gar gennem (—1,1) og (8,3).
a) Bestem linjens parameterfremstilling.

b) Bestem linjens ligning,.

Tegn, i handen, linjen med parameterfremstillingen
x\ (=2 4 2
Y 3 -1
z\ (0 L -1
Y -~ \6 —1
r\ (8 4t 4
y) \3 2

Bestem et punkt, der ligger pa linjen, og tegn derefter linjen i handen,
nar linjens ligning er

a)

22 — 5y +10 =0

—z+10y+5=0

20 +4y+8=0

Bestem afstanden mellem linjen med ligningen 3x — y + 9 = 0 og
punkterne:

a) P(0,0)
b) P(5,5)
c) P(—1,6)

Givet linjerne med ligningerne 2z —y + 1 = 0 og 6z — 3y — 10 = 0.

a) Gor rede for at linjerne er parallelle.

b) Bestem afstanden mellem linjerne
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Opgave 6

Opgave 7

Opgave 8

Opgave 9

Opgave 10

Opgave 11

Opgave 12

Opgave 13

. . . . 1
I et koordinatsystem i planen er givet en vektor a = (5) og et punkt

P(3,8). Bestem en ligning for den linje I, der gar gennem P og er
parallel med a.

En linje har ligningen
3r—5y+1=0

Bestem en normalvektor for linjen.

To linjer har parameterfremstillingerne

()= (5) () = ()= ()0

Bestem den spidse vinkel mellem linjerne.

To linjer har ligningerne
3r—by+1=0 og —20—-4y—2=0

Bestem den spidse vinkel mellem linjerne.
En linje har parameterfremstillingen
x\ (2 Lt -3
Y ~\6 2
Bestem en ligning for linjen.

En linje har ligningen
20+ 3y —4 = 0.

Bestem en parameterfremstilling for linjen.

Bestem skeeringspunktet mellem linjerne med parameterfremstillinger-
x 2 4t 4 x 1 n 2
— (0] = S
y 2 1) % \y 0 2

Bestem skaeringspunktet mellem linjerne med ligningerne

ot —2y+1=0 og —2x4+2y+8=0.
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Opgave 14 Bestem skeaeringspunktet mellem linjen med ligningen
20 —y+16=0

og linjen med parameterfremstillingen
x\ (T 4t 2
y) \1 3

Opgave 15 En linje er givet ved ligningen 3z — 2y + 10 = 0.

a) Bestem den spidse vinkel linjen danner med x-aksen.

b) Bestem skaeringspunktet mellem linjen og y-aksen.

Opgave 16 En linje er givet ved parameterfremstillingen

()= ()

a) Bestem den spidse vinkel linjen danner med y-aksen.

b) Bestem skeeringspunktet mellem linjen og z-aksen.
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2.2 Vektorer og cirkler

2.2.1 Cirklens ligning

I dette afsnit udleder vi cirklens ligning. Vi ved at cirkler er bestemt ved deres
centrum og radius:

6

centrum i (—1,5),
radius: r = 2
. 51

centrum i (4,4),
radius: r = 2.5

centrum i (—3,3),

radius: r = % \_/{

27 VR
centrum i (1,1),
radius: r = 1

N/

1
-4 -3 -2 -1 j»o 1 2 3 4 ) 6 7

-1
Vi er interesserede i at finde en anden beskrivelse, der giver mulighed for at afggre

om et givent punkt ligger pa cirklen eller ej.

Dertil bemeerkes det, at punkterne pa en cirkel, C, med centrum i C(x¢,y) og radius
r, er karakteriseret ved folgende

P(z,y) ligger pa C < dist(C,P) =r.

Dette er udgangspunktet for beviset for fglgende saetning:

Saetning 2.2.1 (CIRKLENS LIGNING). Et punkt P(x,y) ligger pa en cirkel
med radius r og centrum (zo,yo), netop hvis punktet opfylder cirklens ligning:

(x = 20)* + (y — y0)* =1
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Bewis. Vi er givet en cirkel C med radius r og centrum C(zg,yo). Vi lader P(z,y)
vaere et vilkarligt punkt (herunder tegnet pa cirklen).

Da Cﬁ = (I_xo), gaelder der nu, da r > 0, at:

Y—Yo
P(z,y) ligger pa C < dist(C,P) =r
— |CP| =
— \/(l’ - -fL'O)2 + (y — yo)2 =7

= (z—20)*+ (y—yo)” =17

hvilket var det vi skulle bevise. O

Givet centrum og radius for en cirkel, er det saledes let at opskrive ligningen for
cirklen:

Eksempel 2.2.1. Vi bestemmer ligningen for cirklen med centrum i (—2,7) og
radius r = 11. Dette er hurtigt gjort ved indseettelse i cirklens ligning:

(x = 20)* + (y — yo)* = 1
Vi far:
(x = (=2)* +(y—7)* =117
hvilket giver
(x4+2)24(y—17)7% =117
Nogen gange vaelger man at gange alting ud. Ger vi det, sa far vi:
2?4 4x + 4+ y° +49 — 14y = 121

som reduceres til
a2 +y? +4r — 14y — 68 = 0,

som altsa er en anden made at skrive cirklens ligning pa.
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Ofte kan det ogsa veere opgaven at finde en cirkels centrum og radius, givet cirk-
lens ligning. Dette er en interessant opgave, som kraever en lille smule snilde. Vi
minder lige om de to forste kvadratseetninger, der er meget anvendelige i denne
sammenhaeng:

L (a+b)*=a*+2ab+ b
2. (a—10)*=a®—2ab+?
Eksempel 2.2.2. Vi bestemmer centrum og radius for cirklen med ligningen
2?4y — 120 42y = —1.

Det fgrste vi bemeerker, er, at vi ikke kan aflaese noget direkte. Vi skal omskrive

ligningen til formen
2

(z —20)* + (y — po)* =%
Vi starter med at samle led med = og led med y:
2? — 122 +9° + 2y = —1.

Vi bemeerker, at leddene —12x og 2y svarer til de dobbelte produkter, der kommer
fra kvadratseetningerne. Vi skal altsa bruge parenteserne:

(x —6)* =2° — 127 + 36
(y+1) =y +2y+1

hvor vi kan se at

r* — 120 = (v — 6)* — 36
v 4+2y=(y+1)7?-1

Dette indsaettes i cirklens ligning:
(x—6)>—36+(y+1)°—1=-1
hvilket reduceres til (nar farverne droppes):
(x—6)>+ (y+1)>=36

hvoraf det ses, at centrum er (6, — 1) og radius er 6.
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2.2.2 Nogle opgavelgsningsstrategier
Skaering mellem linje og cirkel:

Uanset om linjen er beskrevet ved en parameterfremstilling eller en ligning, sa findes
skaeringspunkter ved ligningslgsning.

Vi ser forst pa skeeringspunkter mellem en linje beskrevet ved en ligning og en cirkel.

Eksempel 2.2.3. En linje er givet ved ligningen x 4+ y — 3 = 0 og en cirkel er givet
ved ligningen 22 + y? — 2y — 3 = 0. Skeeringspunkter findes ved at lgse to ligninger
med to ubekendte. Vi kan ggre det i handen ved at isolere f.eks. y i linjens ligning
og indsaette i cirklens:

2+ (-2 +3)P2—-2(-2+3)—-3=0
Dette giver (tjek selv mellemregninger!):
B 4+1°+9—6r+22—-6-3=0

Dette reduceres
202 — 4 =0

Denne ligning lgses (ger det!), og man far x = 0 og x = 2. Dette er altsa z-
koordinaterne til skaeringspunkterne. y-koordinaterne findes ved f.eks. at indseaettes
x-veerdierne i linjens ligning og beregne y. For x = 0 giver dette y = —0+ 3 = 3 og
for x = 2 giver det y = —2 4 3 = 1, altsa er skaeringspunkterne (0,3) og (2,1).

Dette kunne selvfelgelig klares hurtigt i Nspire:

2

solve(.r+y—3:0 and x +y2—2-y—320,xy) * x=0and =3 or x=2 and y=1

%

Nu ser pa skeeringspunkter mellem en linje beskrevet ved en parameterfremstilling
og en cirkel.

Eksempel 2.2.4. Vi bruger samme linje og cirkel, 2% +1?—2y —3 = 0, som ovenfor.
En Parameterfremstilling for linjen er

()= () ()

Udtrykkene for + = 4+t og y = —1 — t fra parameterfremstillingen indsaettes i
cirklens ligning, der lgses for t:

4+t 4+ (1 -t —2(-1—1)—3=0
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hvilket reduceret giver (lav mellemregningerne!)
2t + 12t + 16 = 0

Losningerne (tjek selv efter) til denne ligning er t = —2 og t = —4, som indsattes i
parameterfremstillingen for at finde stedvektorerne for skeeringspunkterne:

T 4 1 2 T 4 1 0
— J— 2 . g Og == - 4 ° - .
y —1 1 | y 1 1 3
Konklusionen er som fgr, at skeeringspunkterne er (2,1) og (0,3).

Dette kunne vi igen have gjort i Nspire:

solve (x:4+t and y=1-tand x 2+y2-2- y—BZO,I,x,y)
» =4 and x=0 and y=3 or =2 and x=2 and y=1

Bestem en ligning for en tangent til en cirkel

Givet en cirkelligning, (z — z0)? + (y — yo)* = r? (er ciklens ligning pa en anden
form, sa skal den omskrives til denne form) og et punkt P(x,y;), der ligger pa
cirklen, sa kan ligningen for tangenten til cirklen i punktet P findes ved at danne
en normalvektor til denne linje som vektoren fra P til cirklens centrum C, altsa
it = PC' = (*°_""). Denne indsettes sammen med punktet P i linjens ligning, og

Yyo—y1
dermed har man en tangentligning.
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Vi laver et eksempel.

Eksempel 2.2.5. Givet en cirkelligning (z — 3)* + (y + 7)? = 25, og et punkt
P(—1,—4). Vi skal bestemme en ligning for tangenten til cirklen i punktet P. Med
mindre det eksplicit star i opgaven, at P ligger pa cirklen, sa bgr man starte med
at tjekke dette. Vi indsaetter derfor koordinaterne fra P i cirkelligningen og ser om
den gar op:

(=1 =32+ (=447 =(-4)*+32 =16 +9 = 25.

Vi kan se at resultatet passer, sa P ligger pa cirklen.

Vi skal nu lave tangentens ligning. Dertil skal vi bruge punktet P(—1, — 4) og en
normalvektor. Da vektoren fra P til cirklens centrum C(3, — 7) (aflaeses direkte af
cirkelligningen) star vinkelret pa tangenten, bruger vi denne som normalvektor:

o= (50 ()

Nu indseettes P(—1, —4) og 11 = (_43) i linjens ligning
a(z — o) + b(y — yo) =0
hvilket giver
A4z —(-1)) =3(y—(—4)) =0 < 42 -3y —8=0,

hvilket altsa er en ligning for tangenten til cirklen i punktet P.

%

Bemeerkning 2.2.1. Bliver man bedt om at finde en parameterfremstilling for
tangenten, sa er fremgangsmaden helt den samme, man skal blot bruge en retnings-
vektor, som findes som tveervektoren for normalvektoren:

L 3
r=n=
4

I ovenstaende tilfeelde er en parameterfremstilling sa

() =) ()

76



Vektorer og cirkler side 77 af 90

Afgdr om en linje er en tangent

Hvis vi har givet en linje og en cirkel, begge beskrevet ved ligninger, sa kan vi bruges
formlen for afstand mellem punkt og linje til at afggre om linjen er en tangent.

Metoden med formlen for afstand mellem punkt og linje.

1. Aflees centrum og radius for cirklen (hvis cirklens ligning ikke er pa den rette
form, s& m& man omskrive den forst). Aflaes ogsa normalvekoren 7 = (§) for
linjen.

2. Bestem afstanden mellem cirklen centrum og linjen ved formlen

_awy +byy + ¢

dist(C,0) = Jo P

3. Hvis afstanden mellem centrum og linjen er preaecist det samme som radius, sa
er linjen en tangent. Ellers er den ikke.

Hvis linjen er beskrevet ved en parameterfremstilling, eller hvis man bare gerne vil
ggre noget andet, sa kan man bruge skeeringspunkter til at afggre om linjen er en
tangent:

Metoden med skaeringspunkter mellem cirkel og linje.

1. Bestem skeeringspunkterne (hvis de findes) mellem linjen og cirklen.
2. Nu kan der geelde tre ting:

i) Der er praecist et skaeringspunkt. Sa er linjen en tangent.

ii) Der er ingen skaeringspunkter. Sa ligger linjen helt udenfor cirklen, og
er derfor (selvfglgelig) ikke en tangent.

iii) Der er to skaeringspunkter. Sa skeerer linjen igennem cirklen, og er derfor
(selvfglgelig) heller ikke en tangent.
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2.2.3 Opgaver

Opgave 1

Opgave 2

Opgave 3

Opgave 4

Opgave 5

Opgave 6

Opgave 7

Opgave 8

En cirkel har centrum i (3, — 9) og radius 10. Bestem en ligning for
cirklen.

Bestem en ligning for cirklen med centrum i (2,3), hvor punktet (5,7)
ligger pa cirklen.

Undersgg om punkterne P(—6,7) og Q(—3,5) ligger pa cirklen med
ligningen (z + 7)? + (y — 2)? = 25.

Bestem centrum og radius for cirklerne beskrevet ved fglgende lignin-
ger:

a
b

)
)
c) X+ y*+2x —2y—7=0
)

d) 22+ > +10x+4y —52=0

Bestem en ligning for tangenten til cirklen (x +2)? + (y + 3)? = 73 i
punktet (1,5).

Bestem en parameterfremstilling for tangenten til cirklen z? + y? —
12z + 2y = 3 i punktet (0,1).

Bestem skeeringpunkterne mellem cirklen med ligningen 22 +y? — 142+

10y + 49 = 0 og linjen med ligningen —z 4+ y + 11 = 0.

Bestem eventuelle skaeringpunkter mellem cirklen med ligningen
Py —dr46y=7

og linjerne:

a) =3z +y+19=0
b) 5z + 6y — 27 =0
c) 20 +y—11=0
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Opgave 9

Opgave 10

Opgave 11

Opgave 12

Opgave 13

Undersgg om fglgende tre linjer er tangenter til cirklen med ligningen
(x4 3)* + (y — 2)* = 25:

a) —3r+y—6=0
b) 2z +3y—29=10
c) e +3y—19=0

(Uden hjeelpemidler) En cirkel er bestemt ved ligningen

2?4 2z 4y — 4y = 4.

Bestem cirklens radius og koordinatsaettet til cirklens centrum.
(Uden hjeelpemidler) En cirkel har centrum i C(1,0) og radius v/8. En
linje er bestemt ved ligningen
y=1x—1.

Bestem koordinatseaettet til hvert af skeeringspunkterne mellem cirklen
og linjen.
(Uden hjelpemidler) En cirkel er givet ved ligningen

2?4+ 2x +y? — 4y =0,
og det oplyses, at punktet P(1,1) ligger pa cirklen.
Bestem en ligning for tangenten til cirklen i punktet P.

I et koordinatsystem i planen er givet to punkter C'(—1,4) og P(2,8).

a) Opskriv en ligning for den cirkel, der gar gennem P og har centrum
iC.

En linje i planen er givet ved parameterfremstillingen

(- ). ven

b) Bestem koordinatsaettet til hvert af linjens skeeringspunkter med
cirklen.
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Opgave 14 I et koordinatsystem er givet to punkter P(2,1) og (20,7) samt en
vektor a = (_42).
a) Bestem en ligning for den linje, ¢, der gar gennem P, og som star

vinkelret pa a.

b) En cirkel har centrum i (—4, —2) og radius 4. Afggr om ¢ er tangent
til cirklen.

Opgave 15 En cirkel er givet ved ligningen (z —2)%+ (y —4)? = 40. Cirklen har to
tangenter der er parallelle med linjen med ligningen 6x 4+ 2y — 8 = 0.
Bestem disse to tangenters rgringspunkt.
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Kapitel 3

Vektorer og trigonometri

Vi skal i dette kapitel indfere grundleeggendee teori om trigonometri, sa det teoretiske
indhold svarer til det, der traditionelt blev indfgrt i gymnasiet fgr 2017-reformen.
Kapitlet er rent teoretisk, da eksempler og opgaver kan findes mange andre steder,
og da emnet ikke i samme grad som tidligere (dvs. for reformen i 2017) er en del
pensum.

3.1 Formler for sinus, cosinus og tangens i retvink-
lede trekanter

Vi vil bevise folgende saetning:

Seetning 3.1.1 (COSINUS, SINUS OG TANGENS I RETVINKLEDE TREKAN-
TER). [ en retvinklet trekant, gelder folgende formler

hosliggende katete , modstaende katete
cos(v) = og sin(v) =
hypotenusen hypotenusen
samt i
modstaende katete
tan(v) =

 hosliggende katete’

Beuvis. Vi tager udgangspunkt i en retvinklet trekant ABC' tegnet nedenfor:
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B
c
a
A b C

Vi beskriver nu trekantens sider ved hjeelp af vektorer (her bruges den poleere nota-
tion, se definition 1.2.7).

Indskudsregler giver nu, at

AB = AC +CB

hvilket giver
cos(A) b 0
c-| . = +
sin(A) 0 a
hvilket kan skrives som to ligninger:

1) c¢-cos(A) =b+0 <= cos(4) =

Ol o

2) c-sin(A) =0+ a < sin(A) =

Da b er hosliggende katede, a er modstaende katede og ¢ er hypotenusen, viser dette
formlerne for sinus og cosinus. Et tilsvarende argument kan selvfelgelig laves med
udgangspunkt i vinkel B.

For at vise tangensformlen, bruger vi definitionen pa tangens og indseetter:

i 28

ol le
Qe
SO
Sal S

hvilket feerdigggr beviset. m
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3.2 Arealformlen og sinusrelationerne

Satning 3.2.1 (AREALFORMLEN). Arealet, T, af en vilkarlig trekant ABC),
geelder
T = labsin(C) = Lacsin(B) = 1bcsin(A)

2 -2

Bevis. Lad en vilkarlig trekant ABC' vecre givet. Vi viser, at T = $besin(A).

B

A - C

Vi indfgrer nu vektorerne fra A til B, @ og fra A til C, 1@ , samt vinklen w mellem
dem (malt fra AC til B)

B

1@ a

Seetning 1.5.4 giver nu, at

T = |} det(AC,AL)
og Seetning 1.5.2 giver at det(@,@) = |/@||ﬁ| sin(w), sa vi far:

%|ﬁ]|z@\sm(w)’

Da 0° < w < 180°, sa sin(w) > 0, og da b = \1@\, c= ]1@] og A = w, far vi altsa
det gnskede:

T —

T = Lbesin(A).

2

De gvrige udtryk kan udledes pa samme made. O
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Cosinusrelationerne side 84 af 90

Af denne szetning opnas let sinusrelationerne:

Seetning 3.2.2 (SINUSRELATIONERNE). [ en vilkarlig trekant ABC, gelder

sin(A)  sin(B)  sin(C)

a b @

Beuvis. Fra seetningen om arealet af trekanten (Seetning 3.2.1) har vi, at

sabsin(C) = sacsin(B) = sbesin(A)

2 — 2
Ved division med %abc far vi:

sabsin(C)  jacsin(B)  jbesin(A)

1 = 1 = 1
§abc §abc Eabc

hvilket giver
sin(A) sin(B) sin(C)

a b c
som gnsket. N

Bemaerkning 3.2.1. Sinusrelationerne kan ogsa skrives pa formen:

a b c
sin(A) - sin(B) - sin(C)

Har man styr pa brgker er dette naturligvis helt oplagt, men det kan selviglgelig
vises, ved at omskrive udtrykket med sinus i teelleren til udtrykket med sinus i
naevneren et lighedstegn af gangen.

3.3 Cosinusrelationerne

Saetning 3.3.1 (COSINUSRELATIONERNE). [ en vilkarlig trekant ABC', gel-
der

a® = b* + c® — 2bccos(A)

b = a® + ¢ — 2accos(B)
& =a®+b* — 2abcos(O)

Bevis. Lad en vilkarlig trekant ABC veere givet. Vi viser, at a? = b?+c*—2bc cos(A).
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Cosinusrelationerne

side 85 af 90

A - C

Vi indferer nu vektorerne fra A til B, 1@ og fra A til C, 1@ :

B

o AC — AB

A C
AC
Vi bemaerker desuden at indskudsreglen (Saetning 1.1.4) giver at

AC = AB + BC

saledes at

T ]

hvilket ogsa er markeret pa tegningen. Nu regner vi:

«* = [BC
_B¢.BC
~ (AC — AB) - (AC — AB)
— [AC| + |AB|* - 2AC - AB
= [AC| + |AB| — 2| AC||AB| cos(A)

= 0> + c* — 2bccos(A).

Hvilket viser det gnskede. Undervejs brugte vi anden kvadratseetning for vektorer
(Seetning 1.3.2), samt at @ - b = |d||b| cos(v) (Seetning 1.3.4). De to andre formler

vises pa tilsvarende made.
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Cosinusrelationerne side 86 af 90

Bemeaerkning 3.3.1. Cosinusrelationerne skrives ofte saledes:

_b2—|—02—a2

cos(A) = She
a2 + 02 - b2
COS(B) = T
a’? +b? — 2
COS(C) = T

Det er en fin gvelse at vise dette, ved at isolere cosinus i formlerne fra ssetningen.
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Kapitel 4

Vektorer og trigonometriske
funktioner

Folgende afsnit kraever kendskab til trigonometriske funktioner, og vinkler malt i
radianer.

Vi skal se, at visse trigonometriske formler udledes ganske elegant ved hjeelp af
vektorer. Formlerne kan f.eks. bruges til at lave et stringent bevis for, hvordan de
trigonometriske funktioner cosinus og sinus differentieres.

4.1 Additions- og logaritmeformler

Der findes ganske mange forskellige beviser for folgende formler. Her fremfgres ét,
der bygger pa vektorer.

Satning 4.1.1 (ADDITIONSFORMLER). Der gelder folgende trigonometriske
formler, hvor u,v € R:

1. cos(u — v) = cos(u) cos(v) + sin(w) sin(v)
2. cos(u +v) = cos(u) cos(v) — sin(u) sin(v)
3. sin(u — v) = cos(v) sin(u) — sin(v) cos(w)

. sin(u + v) = cos(v) sin(w) + sin(v) cos(u)

87



Additions- og logaritmeformler side 88 af 90

Beuvis. Lad u,v € R med u > v. Fgrst beviser vi 1.. Betragt enhedscirklen:

Pu = (cos(u), sin(u))

Pv: (cos(v), sin(v))

a-

|al[b]

1| S

Husk pa at vinklen, w, mellem to vektorer @ og g, kan findes ved formlen cosw =

(se Seetning 1.3.4). Hvis vi betragter vinklen u — v far vi

57,07 (mto)) (o)
|OF,||OP,] 1-1

cos(u —v) = = cos(v) cos(u) + sin(v) sin(u),

hvilket viser det gnskede.

Vi fortseetter med at bevise 2., som fglger ved at bruge at u+v = u— (—v) og bruge
del 1.. Vi far

cos(u + v) = cos(u — (—v))
= cos(u) cos(—v) + sin(u) sin(—v)

= cos(u) cos(v) — sin(u) sin(v),
da cos(—v) = cos(v) og sin(—v) = —sin(v).

For at bevise del 3. skal vi bruge Setning 1.5.2, der siger at a - b = |dl|b| sin(w),
hvor w er vinklen mellem @ og b malt fra @ til b i positiv omlgbsretning. Dette kan

omformuleres til sin(w) = , og bruger vi denne formel til vinklen v — v, far vi:

[al ] Hbl

5,57, (o) (i)~
OP||OF,| -1

sin(u—v) = — sin(v) cos(u) +cos(v) sin(u),

hvilket var det gnskede.
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Additions- og logaritmeformler side 89 af 90

For at vise 4. gor vi som fgr
sin(u 4+ v) = sin(u — (—v))
= cos(—v) sin(u) — sin(—v) cos(u)
= cos(v) sin(u) + sin(v) cos(u).

Satning 4.1.2 (LOGARITMISKE FORMLER FOR COSINUS OG SINUS). Der
geelder folgende trigonometriske formler, hvor u,v € R:

1. cos(s) — cos(t) = —2sin (%“) sin (s - t)

2. sin(s) —sin(t) = 2sin (S ; t) cos (S ; t)

Bewis. Del 1.: Ved subtraktion af formel 2. med formel 1. fra Seetning 4.1.1 fas

cos(u + v) — cos(u — v)
= cos(u) cos(v) — sin(u) sin(v) — (cos(u) cos(v) + sin(u) sin(v))

= — 2sin(u)sin(v)

Hvis vi nu sesetter t = u — v og s = u + v, sa bliver s +1 = 2u og s — t = 2v, altsa

u=1(s+t) ogv=3(s—t). Indsat i ovenstaende giver det

cos(s) — cos(t) = —2sin (3 ;r t) sin (S > t) ,

Del 2.: Ved subtraktion af formel 4. med 3. fra Sesetning 4.1.1, fas

som gnsket.

sin(u 4 v) — sin(u — v)
= cos(v) sin(u) + sin(v) cos(u) — (cos(v) sin(u) — sin(v) cos(u))
= 2sin(v) cos(u).

Sectter vi igen t = u — v 0og s = u+ v, sa bliver (igen) u = 3(s +1t) og v = 3(s — t).
Indsat i ovenstaende giver det

—t t
sin(s) — sin(t) = 2sin (S ) cos (S i ) ,
2 2
hvilket skulle bevises. O

Bemaerkning 4.1.1. Ovenstaende additions— og logaritmeformler gaelder bade for
vinkler malt i grader og vinkler malt i radianer. o
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Indeks

arccos, 27
arcsin, 27
arctan, 27

Afstand mellem punkter, 18
Arealformlen, trekanter, 83

Bestem en tangentligning, 75

Cirklens ligning, 71
Cosinus, 23
Cosinusrelationerne, 84

Determinant, 49
Dist-formlen, 63

Egentlig vektor, 5
Enhedscirklen, 22
Enhedsvektor, 28

Formler, retvinklede trekanter, 81

Leengdeformlen, 14
Linjens ligning, 61
Linjens parameterfremstilling, 59

Midtpunkt af linjestykke, 20
Modsat vektor, 5

Normalvektor, 60
Nulvektoren, 5
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Ortogonalitet, 37

Parallelle vektorer, 44
Poleer form, 29
Prikprodukt, 33
Projektionsformlen, 45
Projektionsvektor, 42

Retningspunkt, 23
Retningsvektor for linje, 58
Retningsvinkel, 28

Sinus, 23
Sinusrelationerne, 84
Skeering, linje og cirkel, 74
Skeering, to linjer, 65
Stedvektor, 15

Tangens, 23
Tveervektor, 48

Vektor, 4

Vektor mellem to punkter, 17
Vektoraddition, 7, 14
Vektorkoordinater, 13
Vektorsubstraktion, 14
Vektorsubtraktion, 7

Vinkel mellem linjer, 67

Vinkel mellem vektorer, formel, 36
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