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Projekt 4.2 Modellering af kraeftsvulster med Gombertz

differentialligning

(Projektet gar ud pa at man hurtigt tilegner sig en indsigt i forlgbet af den seerlige Gombertzfunktion, og
dernaest studerer Anna Lairds artikel om matematisk modellering af kreeftsvulster med Gombertz

differentialligning)

1. Vaekstmodeller

De fire grundlzegende matematiske vaekstmodeller, vi studerer i gymnasiet, er:

Veeksttype

differentialligning

Type af variabelsammenhang mellem y’ ogy

lineaer veekst

y'=a

konstant funktion (0. grads polynomium)

eksponentiel vaekst y'=a-y linegert voksende (1. gradspolynomium)
forskudt eksponentiel vaekst y'=b-a-y lineeert aftagende (1. gradspolynomium)
logistisk vaekst: y'=y-(b-a-y) Parabel (2. gradspolynomium)

nnelse

Vi beveeger os fra det simple til det mere komplekse ved at fgje nye led og faktorer pa. Vi kan illustrere de
fire veeksttyper grafisk ved netop at tegne y' som funktion af y:
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Veekstrater for de 4 grundlaeggende modeller

Men verden er naturligvis betydelig mere varieret og righoldig, end det som kan udtrykkes gennem disse 4
modeller. Kompleksiteten kunne fx gges ved i stedet at erstatte konstanterne med funktionsudtryk.
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Betragter vi den relative veeksthastighed y_’ kan vi fa en tilsvarende systematisk beskrivelse af
y

vaekstmodeller med stigende kompleksitet:

Vaeksttype Differentialligning | Karakteristisk treek ved ligningen for yv'
eksponentiel vaekst y'=a-y y_' —a Konstant
y
logistisk veekst: y'=y-(b-a-y) y_'zb_a.y Lineaert aftagende
y
Gombertz vaekstfunktion y'=a-ePty y_ 260t Eksponentielt aftagende
y

Herved far vi introduceret en ny type vaekstfunktion, der har vist sig meget nyttig i modellering af bestemte
feenomener som kreeftsvulster.

2. Gombertz vaekstmodel - modellering af kraeftsvulsters veekst

| 1964 offentliggjorde en amerikansk forsker Anna Laird en artikel, hvor hun med held modellerede
kreeftsvulsters vaekst ved hjeelp af en sdkaldt Gombertz model, opkaldt efter den engelske matematiker
Benjamin Gombertz (1779 - 1865). En kraeftsvulst, som vi for nemheds skyld betragter som en kugle, vokser
ved celledeling i overfladen, mens der ikke tilfgres naering og ressourcer til at cellerne inden i knuden kan
dele sig.

Antallet af kraeftceller N(t) er proportional med rumfanget, der igen er proportional med r(t)®, hvor r(t)er
kuglens radius til tiden t.
Tilveeksten af nye kreeftceller N'(t) er proportional med kuglens overflade, der igen er proportional med

r(t)?.

Men sa geelder der, at N er proportional med L !
N(b) r(t)

@velse 1.

Vis dette.

Med baggrund i data fra en raekke forsgg argumenterede Anna Laird for, at radius r(t) vokser proportionalt

med en eksponentialfunktion, e®* hvor b er et tal mellem 0 og 1.
Det betyder s, at

N er proportional med %:e‘b't , dvs.:
N(t) e’

N'M) _ . gbt

N(t)

Heraf far vi, at N(t) opfylder differentialligningen:
N'(t)=c-e L-N(t)

@velse 2
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a) Les differentialligningen.
b) Undersgg det grafiske forlgb. Redeger specielt for den asymptotiske egenskab. Anfar ligheder og
forskelle ift. logistisk vaekst

3. Lees Anna Lairds artikel om Gombertz-modellens anvendelse i modellering af kraeftsvulster
| arbejdet med det empiriske materiale anvender Anna Laird en logaritmisk transformation af de to
variable, og nar sa frem til, at In(y) er en lineger funktion af In(x).

Hvad er sa sammenhangen mellem y og x?

Gombertz er jo ikke en eksponentiel sammenhaeng, sa der er ikke en egentlig fordoblingskonstant. Men
Anna Laird arbejder alligevel med fordoblinger. Hvad betyder dette og hvorfor mon hun ggr det? Redegar
for de om skrivninger hun foretager s 495-497.

Giv en samlet vurdering af den matematiske modellering og inddrag evt materiale fra nettet, der yderlige
kan belyse denne vaekstmodel
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