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Binomialfordeling lidt tilføjelser

Vi har tidligere talt om, at middelværdien og spredningen for en binomialfordeling kan regnes vhja formlerne 
[image: Et billede, der indeholder tekst, Font/skrifttype, hvid, skærmbillede

Indhold genereret af kunstig intelligens kan være forkert.]
Nedenfor er beskrevet, hvad der menes med normale og exceptionelle værdier:
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Automatisk genereret beskrivelse]
Definition 1
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Det afprøver vi lige med en lille opgave - denne laver vi i timen:
Opgave 1
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Automatisk genereret beskrivelse]
Eksempel 1
[image: Et billede, der indeholder tekst

Automatisk genereret beskrivelse]
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Definition 2
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Automatisk genereret beskrivelse]
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Automatisk genereret beskrivelse]
Sætning 1
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Konfidensintervaller
I det følgende er udgangspunktet det samme som i binomialtesten: Vi udtager en lille og tilfældig stikprøve fra en population bestående af "succeser" og "fiaskoer". Men i stedet for at teste en hypotese om p (andelen af succeser i populationen), er formålet med stikprøven at give et estimat for p sammen med et såkaldt konfidensinterval, der afspejler den statistiske usikkerhed på estimatet.
Der findes mange måder at beregne konfidensintervaller på. Vi ser på en metode i det efterfølgende.


[image: Et billede, der indeholder tekst, Font/skrifttype, skærmbillede, Tryk

Indhold genereret af kunstig intelligens kan være forkert.]
[image: Et billede, der indeholder tekst

Automatisk genereret beskrivelse]
[image: Et billede, der indeholder tekst, skærmbillede, Farverigt, design

Indhold genereret af kunstig intelligens kan være forkert.][image: Et billede, der indeholder tekst

Automatisk genereret beskrivelse]
Definition 3
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Definition 3
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I det efterfølgende står at ”vi ved fra normalfordelingen” det gennemgår vi i det kommende forløb, så for nu tager vi det for ”gode varer”.
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Sætning 2
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Dette kan gøres ret let i TI Nspire og det skal vi nu til at løse opgaver med.
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En @rlig mont kastes 3 gange. Den stokastiske variabel X teller antallet af ”krone”.

a) Gor rede for, at sandsynlighedstabellen ser ud som vist i tabellen:

Antal krone X = x, 0of(1(2]3

Sandsynlighed P(X = x,)

ol
»
ol

b) Bestem middelvaerdi og spredning for antal “krone”.

¢) Hovilke antal “krone” er normale udfald?

d) Ger rede for, at der ikke findes exceptionelle udfald i dette eksperiment.
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Typer af sgjlediagrammer for binomialfordelinger

Pa figuren herunder ses sgjlediagrammer for binomialfordelingens sandsynligheds-
funktion for henholdsvis 5(20,1), 5(20,%) og 5(20,1).

Sejlediagrammerne er tegnet pa baggrund af regneark med sandsynligheder for de enkelte
udfald som i opgave 13.

5(20,3) b(20,%) b(20,1%

Vi ser, at de grafiske billeder er ret forskellige. Hvis p er lille, far sojlediagrammet en hale
til hojre, og fordelingen kaldes hojreskeev. Omvendst, hvis p er stor, far vi en hale til
venstre, og fordelingen kaldes venstreskeeyv. I alle andre tilfelde har vi en type som den
venstre illustration. Disse typer kaldes for centrale fordelinger.
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Vi sa oventor hvordan henholdsvis centrale og skeve fordelinger kunne identificeres ud fra segjlediagram for
deres sandsynlighedsfunktioner. Vi kan ogsa definere skaevhed med udgangspunkt i
sandsynlighedsfordelingens middelvaerdi. Bemerk, at skaevhed kun er interessant for store verdier af n.
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Haojreskaev og venstreskzaev fordeling

En binomialfordeling kaldes /ojreskeev, hvis middelvaerdien £ er mindre end 5.
En binomialfordeling kaldes venstreskcev, hvis middelverdien p er storre end n—5.

@vrige binomialfordelinger kaldes centrale.
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Som vi tydeligt s& ovenfor, sa ser sgjlediagrammerne for binomialfordelingens sandsynlighedsfunktion
meget forskellige ud for forskellige vaerdier af p. Nogle er symmetriske omkring middelverdien, mens andre

er skave.

Uanset om binomialfordelingen er symmetrisk eller skeev, gaelder der altid, at sandsynligheden topper lige
omkring middelvaerdien.
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Mest sandsynlige udfald for en binomialfordelt stokastisk variabel
Hvis middelveerdien er et helt tal, er middelvaerdien det mest sandsynlige udfald.

Hvis middelvaerdien ikke er et helt tal, er det mest sandsynlige udfald én af de to
heltalsnaboer til middelveerdien.
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Der offentliggeres jeevnligt analyser, der viser, hvilke politiske partier der gar frem eller tilbage.
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Disse analyser laves oftest pa baggrund af telefoninterviews blandt et repreesentativt udsnit af den samlede
vaelgergruppe. Hvis denne reprasentative stikprove blot er pa omkring 1000 vaelgere, sé kan man faktisk
komme ret teet pa en preecis forudsigelse, selvom der er over 4 mio. vaelgere.

Det er dog klart, at der er en vis usikkerhed, nar man ved at sperge sa fa vil forudsige, hvordan resten af
billedet ser ud. Vi skal 1 dette afsnit se neermere pa, hvordan disse statistiske usikkerheder skal forstas, og
hvordan man beregner dem.
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Eksempel 18

Meningsmalinger

Pé figuren nedenfor ses tallene fra en meningsmaling foretaget af Epinion d. 24.8.2016
(venstre kolonne). Ligeledes ses tallene fra folketingsvalget 1 2015 (hojre kolonne). For
eksempel kan vi se, at Venstre fik 19,5% ved valget, og at der 1 stikproven kun er 17,3%,
der vil stemme pa dem. Er det nu et udtryk for, at Venstre er gaet tilbage, eller kan den
tilsyneladende nedgang forklares med den usikkerhed, der altid vil ligge 1, at det ene tal
stammer fra et valg, hvor "alle" deltager, mens det andet stammer fra en stikprove, der
kan have en over- eller underrepreesentation af de forskellige vaelgergrupper.
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Mange analyseinstitutter noterer denne usikkerhed, nar resultaterne offentliggeres. I
undersogelsen ovenfor er usikkerheden 42,5 procentpoint og med dette som
udgangspunkt, kan man 1 en vis forstand konkludere, at Venstre faktisk ikke er gaet
tilbage siden valget, fordi 17,3 +2,5=19,8 >19,5. Ser vi pa Alternativet, sa star de til en

fremgang pa 2 procentpoint — hvad kan vi konkludere her? Og er usikkerheden den
samme, uanset om vi taler om store eller sma partier?
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Ved valget spurgte man jo samtlige vaelgere, sa de procentandele, der star 1 sgjlerne til
hojre, er selvfolgelig de faktiske tal. Vi ved altsa, at der med sikkerhed var 19,5%, der
stemte pa Venstre ved folketingsvalget.

Nar der nu udsperges 1578 valgere, er det ikke rimeligt at pasta, at der er preecis 17,3%,
der nu stemmer pa Venstre. Og vi kan derfor heller ikke konkludere, at Venstre er gaet
tilbage med 2,2 procentpoint siden folketingsvalget.

Var der valg pa det tidspunkt, hvor stikpreven blev indsamlet, ville dette have resulteret 1
en bestemt vaelgertilslutning, som vi kalder den sande veerdi. Vi kender séledes ikke den
sande vaerdi, men vi ensker at kunne udtale os om denne med en vis sikkerhed.

Forestiller vi os, at der var indsamlet tusindvis af stikprever i samme uge, sa ville det
resultere 1 tusindvis af forskellige veerdier (her procenttal), der ville ligge normalfordelt
omkring den sande veerdi. 95% af disse ville ligge inden for normalomradet, jeevntor
afsnittet om normalfordelingen (side 13).

Omkring hvert eneste af disse stikprove-veerdier kunne vi laegge et tilsvarende interval, og
for 95% af disse stikprover ville det tilsvarende normalomrade indeholde den sande
verdi. Et sadant interval omkring en stikprovevaerdi kaldes et konfidensinterval.
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Konfidensinterval

Et 95% konfidensinterval for en estimeret parameter 1 en stikprove er et interval, der
optylder, at den sande vaerdi for parameteren med 95% konfidens vil ligge 1 intervallet.

Vi siger, at konfidensintervallet indeholder den sande veerdi for parameteren med 95%
konfidens.
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Definition 10 skal forstas sadan, at vi udtager en stikpreve, hvortil der beregnes et konfidensinterval for
parameteren. Hvis vi udtager en stikprove, uendeligt mange gange, og hver gang beregner et
konfidensinterval for parameteren, vil 95% af disse konfidensintervaller indeholde den sande veerdi af
parameteren. Hvis vi eksempelvis 1 praksis gentager dette 100 gange, dvs. udtager 100 stikprover og
beregner et konfidensinterval for parameteren 1 hver af stikpreverne, sa vil der kun veare 5 af de beregnede
konfidensintervaller, der ikke indeholder den sande veerdi. For stikproven indsamles er der altsa 95%
sandsynlighed for, at man féar beregnet et konfidensinterval, som faktisk indeholder parameterens sande
veerdi.

For at beskrive konfidensintervallet teoretisk lader vi den stokastiske variabel X teelle antallet af adspurgte 1
stikproven, der vil stemme pa et bestemt parti, og vi antager, at X er binomialfordelt med antalsparameter n
(der svarer til stikprovens storrelse), og sandsynlighedsparameter p (der svarer til partiets vaelgertilslutning
blandt hele populationen). Stikproven udtages 1 praksis uden tilbagelaegning, da man ikke vil ringe til den
samme person to gange. Da populationen er meget stor 1 forhold til stikpreven, ger det 1 ovrigt heller ingen
forskel, om stikproven foretages med eller uden tilbagelaegning.

Vi kender stikprovens sterrelse, #, mens p, som er sandsynligheden for, at en person vil stemme pa et
bestemt parti, er ukendt. Vi estimerer derfor sandsynligheden p for, at en person vil stemme pa et bestemt

. . . X . .
parti ud fra stikproven, sadan at p =—, hvor X er det antal af personer 1 stikpreven, der vil stemme pa et
n

bestemt parti. Hvis stikproven er repraesentativt udvalgt, vil dette vere et godt estimat. De variationer 1
velgertilslutning, der vil veere 1 forskellige stikprover, vil haenge sammen med spredningen i
binomialfordelingen. Spredningen pé antallet af veelgere, der stemmer pa et bestemt parti,

o=4/n-p-(1— p), athenger af stikprovens storrelse og sterrelsen af partiets veelgertilslutning, og dermed

ikke af populationens storrelse. Man kan derfor f4 samme nejagtighed 1 meningsmalinger 1 meget storre
lande uden af oge sterrelsen pa stikproven.
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Vi ved fra normalfordelingen (jf. opgave 21), at 95% af observationerne ligger inden for intervallet
1 —1,96-0 <x<pu+1,96-0. Dette interval benyttes ofte 1 samfundsfag, men vi velger her at bestemme
konfidensintervallet med udgangspunkt i binomialfordelingen, hvor de normale vardier for den stokastiske

variabel X svarer til ca. 95% af observationerne. De normale vardier er som tidligere naevnt defineret til at
ligge iintervallet p—2-0 <x<p+2-0.
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Dette betyder alts4, at for ca. 95% at alle stikprever, vil intervallet

n-p—=2-yn-p-(A—p)<x<n-p+2-Jn-p-(1—p)

indeholde den sande verdi for antallet af personer 1 stikproven, der vil stemme pé et bestemt parti.

Kigger vi 1 stedet pa procentandele, skal vi dividere med stikprevens sterrelse. Den sande procentandel at
veelgere, der stemmer pa et bestemt parti, vil derfor for ca. 95% af alle stikprover ligge 1 intervallet:
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Dette giver os felgende saetning:
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Statistisk usikkerhed i stikprover

Nar der udtages en stikprove, sa bestemmes stikproveresultatets 95% konfidensinterval
ved folgende formel.

S, D . [p0—D
p—2 - ;p+2 »

hvor p er den estimerede sandsynlighedsparameter, og » er antalsparameteren.

Sterrelsen 2- }M kaldes den statistiske usikkerhed eller blot usikkerhed 1
n

stikprover.
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Middelveerdi 1 253) p=n-p

Spredning o 254) o=\n-p-(1—p)
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Nar vi udferer et stokastisk eksperiment, sa forventer vi, at vaerdierne for den stokastiske variabel ligger
inden for en rimelig afstand fra middelvaerdien. Spredningen angiver, hvor stor denne afstand kan vere. Det
kan dog ske, at vi far vaerdier, der ligger langt fra middelvardien, men selvfolgelig ganske sjeldent. Vi

definerer herunder, hvilke vaerdier for den stokastiske variabel vi vil anse for normale, og hvilke vi vil anse
for exceptionelle.
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Normale og exceptionelle vaerdier

En verdi x for en stokastisk variabel X'
kaldes normal, hvis den ligger inden for to
spredninger fra middelvaerdien ¢, dvs.

p—20<x<pu+20.

En verdi x for en stokastisk variabel X'
kaldes exceptionel, hvis den ligger leengere
vaek end tre spredninger fra middelvaerdien
o, dvs. x<p—3o eller x>p+30.
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