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Forord

I undervisningsforlabet skal der ifolge lereplanen afscettes 6 timers undervisningstid til forberedelse til
den skriftlige prove i faget, jf. pkt. 4.2, hvor eleverne selvsteendigt arbejder med et centralt stillet
forberedelsesmateriale under vejledning.

Dette er uddybet i vejledningen: Hvert dr i lobet af august * offentliggores forberedelsesmateriale til den
skriftlige eksamen pad hf B geeldende for den skriftlige eksamen i december og maj-juni samt august
efterfolgende kalenderdr. Stoffet skal indgd som en del af det supplerende stof i forlobet, og der skal
treenes i opgaveregning i stoffet, fordi der kommer opgaver i stoffet til den skriftlige eksamen.

") Det foreliggende materiale, som er det forste efter 2017-reformen, offentliggeres i januar 2018 og er geeldende for den
skriftlige eksamen maj-juni 2018 og august 2018.

I dette forberedelsesmateriale er emnet ”Linear programmering”.

Materialet indeholder teori, eksempler, gvelser og opgaver.

Materialet indeholder ogsé supplerende materiale i to appendikser.

Ved den skriftlige eksamen kan indhold og metoder fra forberedelsesmaterialet indga i opgaver i begge
delprever. Derfor ber resultaterne af arbejdet med dette emne medbringes til den skriftlige prove. Der
bliver ikke stillet opgaver i det supplerende materiale.
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Indledning

Dette forberedelsesmateriale handler om linesr programmering samt anvendelser heraf.

I forberedelsesmaterialet er der bade evelser, eksperimenter og opgaver. Gvelserne er teenkt som hjelp til
forstaelse af teorien og metoderne. Opgaverne er teenkt som forberedelse til de opgaver, der kommer til
den skriftlige eksamen. Det anbefales at arbejde med gvelser og eksperimenter tidligt i forlabet som et led
1 opbygningen af forstielsen. Pa et senere tidspunkt i forlebet og ved eksamenslesning kan eleven
koncentrere sig om at leese den egentlige tekst.

e Ovelser og eksperimenter er markeret med en blé linje i margen.
e Eksempler er markeret med gront, og opgaver er markeret med rodt.
e Vigtige definitioner og sa&tninger er markeret med en sort ramme i teksten.

Arbejdet med forberedelsesmaterialet forudsatter brug af et computerbaseret matematisk vaerktajs-
program med CAS. I dette materiale omtales det blot som et CAS-vaerkte;j.

Forberedelsesmaterialet er suppleret med to appendikser:

Appendiks A omhandler et eksperiment. Det handler om at prioritere nogle begransede ressourcer.
Meningen er at opna en forstéelse af, hvad formélet er med linear programmering.

Appendiks B er en udvidelse af temamaterialets behandling af stoffet. I selve materialet ser vi pa
optimering som et maksimeringsproblem. I Appendiks B arbejdes med et minimeringsproblem. Elever,
der bliver hurtigt feerdige med materialet eller har brug for yderligere udfordringer, kan arbejde videre
med dette afsnit.



1. Hvad er linezer programmering?

I nogle situationer har man har begrensede ressourcer til rddighed til fx en produktion.
Begrensningen kan dreje sig om ravarer, om en maskine, som kun kan producere et bestemt antal
enheder om dagen, om antal ansatte eller lignende. Man skal tilretteleegge sin produktion, sa
ressourcerne anvendes pa den mest hensigtsmassige made.

Eksempel 1

En virksomhed producerer to forskellige slags mobilcovers. Det ene er beregnet til bern og har
forskellige tegneseriefigurer pa. Det andet er beregnet til voksne og har et diskret menster. Til
begge covers anvendes laeder og plastic. Virksomheden far leveret en bestemt mangde leeder og
plastic om dagen. Spergsmalet er nu, hvor mange mobilcovers af hver slags virksomheden skal
producere om dagen for at anvende mest muligt af materialerne og tjene mest muligt pa
produktionen.

Vi systematiserer forst disse oplysninger i et sakaldt ressourceskema. 1 skemaet angives
materialeforbruget til de to mobilcovers og den maksimale mangde materiale, producenten har til
radighed hver dag.

Ressourceskema

Materialeforbrug til
et mobilcover til bern

Materialeforbrug til et
mobilcover til voksne

Maksimum

Plastic

30g

I5¢g

375¢g

Lader

30g

60g

600 g

Vi kan illustrere produktionen i et koordinat- v voksencovers
system (figurl) med antallet af producerede
bernecovers pé x-aksen og antallet af
producerede voksencovers pa y-aksen.

Hvert punkt i koordinatsystemet repraesenterer
en bestemt sammensetning af produktionen.
Punktet (2,5) repraesenterer en produktion pa 2
bernecovers og 5 voksencovers om dagen.
Punktet (14,12) repreesenterer en produktion pa
14 barnecovers og 12 voksencovers om dagen
og sa videre. 2
Pa figur 2 er der indtegnet en bla linje.
Linjen har ligningen

30x+15y=375.

* (25

o (I5,1)
bornecovers

Figur 1

}y voksencovers

Alle punkterne pa denne linje repraesenterer en
produktion, som anvender al den plastic, man
har til radighed pr. dag.

Punktet (5,15) repraesenterer en produktion pé
5 bernecovers og 15 voksencovers.

Det giver et forbrug af plastic pa

(30-5+15-15) g=375g. 2

o (14,12)

e (151)
bornecovers

Figur 2



Eksempel 1 (fortsat)

Pa figur 3 er indtegnet en rad linje. Alle
punkterne pa denne linje reprasenterer en
produktion, som anvender alt det laeder, man
har til radighed pr. dag.

Punktet (10,5) ligger bade pa den rede og den
bla linje og reprasenterer en produktion pa 10
bernecovers og 5 voksencovers. Denne
produktion anvender al den plastic og alt det
leeder, man har til radighed pr. dag.

Ovelse 1 (fortszettelse af eksempel 1)

Yy voksencovers

o (14,12)

(10,5)

2 bornecovers

Figur 3

Beregn, hvor meget plastic og leeder der anvendes ved de produktioner, der er reprasenteret ved
punkterne (2,5), (3,13), 14,12) og (15,1). Hvilke af disse produktioner er mulige med de materialer

man har til radighed?

Eksempel 1 (fortsat)

I figur 4 er et omrade markeret med grat.

Alle punkterne i dette omrade reprasenterer
sammen med omradets blé og rede kant en
produktion, der kan lade sig gere med den
materialemangde, man har til radighed pr. dag.
Punktet (10,5) reprasenterer en produktion, der
udnytter begge materialer fuldt ud.

Ved at producere 10 bernecovers og 5
voksencovers har man sé fiet mest muligt ud af
de begraensede ressourcer, som her er en
begranset mangde plastic og leeder. Man har
optimeret produktionen.

Y VOoksencovers

2 bornecovers

Figur 4

Linear programmering handler om at analysere denne type af situationer.
I den forbindelse har ordet programmering” intet med computere at gore.
Det handler om skemaer og systemer. Ligesom ”TV-program”.

I det folgende afsnit ser vi pé en tilsvarende problemstilling.



2. Begraensede ressourcer

Eksempel 2

Et smykkeverksted laver to slags halssmykker med perler.

Til den ene type (A) anvender de 2 store og 1 lille perle, og til den anden type (B) anvender de 1
stor og 4 sma perler.

De har 1200 store perler og 2000 sma perler til rddighed om dagen.

Som i eksempel 1 kan vi opstille et ressourceskema over disse oplysninger.

Ressourceskema Antal type A | Antal type B Maksimum
Store perler 2 1 1200
Sma perler 1 4 2000

Nu gnsker vi at undersege, hvilken kombination af de to smykker der giver varkstedet mulighed
for at bruge alle perlerne.

Hvis x er antallet af smykker af type A, og y er antallet af smykker af type B, skal der bruges

2x + y store perler om dagen. Da de har en begreensning pa 1200 store perler om dagen, ma 2x + y
altsé hajst vaere 1200. Det gaelder naturligvis ogsa, at x og y skal vere ikke-negative tal.

Hvis de bruger alle perlerne, s gelder ligningen 2x + y =1200.

Tilsvarende skal der bruges x + 4y sma perler om dagen.

Begransningen er her 2000 sma perler om dagen. Ogsa her galder, at x og y skal veare ikke
negative tal.

Hyvis de bruger alle perlerne, s& gelder ligningen x + 4y =2000 .

Vi har nu formuleret situationen i et matematisk sprog.




Opgave 1

En virksomhed producerer foder til vilde fugle.

Der produceres to slags, Musvitblanding og Spurveblanding.

Der anvendes to slags fre, hampefre og solsikkefra.

Virksomheden har 240 kg hampefre og 180 kg solsikkefro til radighed.

Til en pose Musvitblanding bruger virksomheden 0,1 kg hampefra og 0,15 kg solsikkefra.
Til en pose Spurveblanding bruger virksomheden 0,2 kg hampefre og 0,1 kg solsikkefra.

a) Udfyld nedenstaende ressourceskema:

Ressourceskema | Musvitblanding | Spurveblanding Maksimum

Hampefro

Solsikkefre

Virksomheden producerer x poser Musvitblanding og y poser Spurveblanding.

b) Opstil ligningerne for det maksimale forbrug af hver slags fro.

Opgave 2

I en bernehave skal de bage boller til en udflugt for alle bernene.

De bager to slags: rugmelsboller og grovboller.

De har 9,5 kg rugmel og 13 kg hvedemel.

Til en portion rugmelsboller bruger de 0,5 kg hvedemel og 1 kg rugmel.
Til en portion grovboller bruger de 1 kg hvedemel og 1 kg rugmel.

a) Opstil et ressourceskema for situationen.
De bager x portioner rugmelsboller og y portioner grovboller.

b) Opstil ligningerne for det maksimale forbrug af hver slags mel.

Opgave 3

En virksomhed producerer to slags postkort: et stort med teksten Til lykke med fedselsdagen” og
et lille med et billede af en lagkage.

Der produceres x store kort og y sma kort.

I produktionen indgér to materialer: tryksvaerte og papir.

Det maksimale forbrug af disse materialer kan beskrives med ligningerne:

Maksimalt forbrug af tryksveerte (malt i gram): 0,2x+0,5y =500

Maksimalt forbrug af papir (malt i gram): 15x+10y =14000.

a) Opstil et ressourceskema for denne produktion.

b) Giv en sproglig fortolkning af begransningerne.




3. Uligheder

I de eksempler, vi har set pé indtil nu, har der vaeret nogle begraensninger pé ressourcerne. Det vil
sige, at et udtryk skal vaere mindre/storre end eller lig med et bestemt tal. I det folgende ser vi pa
den matematiske formulering af dette.

Definition

En ulighed indeholder et af de to ulighedstegn:
< betyder “mindre end eller lig med”
> betyder “storre end eller lig med”.

I dette materiale vil x og y altid betegne en mangde eller et antal.
Vi vil derfor overalt forudsatte, at de er ikke-negative tal, dvs. x>0 og y>0.

Eksempel 3

Vi ser péa uligheden 2x+3 <7. Vi undersgger, om nogle forskellige tal er lasninger til uligheden.
x=0 eren lgsning, fordi 2-0+3 =3, og 3 er mindre end eller lig med 7.

x =2 er ogsé en lesning, fordi 2-2+3=7, og 7 er mindre end eller lig med 7.

x =3er ikke en lgsning, fordi 2-3+3=9, 0g 9 er sterre end 7.

At lose en ulighed som 2x+3 <7 vil sige at bestemme samtlige vaerdier af x, der gor uligheden
sand. Uligheder kan have mange losninger.

I lineaer programmering ser vi pa uligheder med fo variable x og y.
At lgse en ulighed som 2x +3y <20 vil sige at bestemme samtlige talpar (x, y), der gor uligheden

sand.
Talparret (x, y)=(3, 4) gor uligheden 2x+3y <20 sand, fordi 2-3+3:4=18, og 18 er mindre

end 20.

Definition

En ulighed af typen 2x+3y <20 kaldes for en linecer ulighed i to variable.

I de folgende ovelser ser vi eksempler pé sddanne uligheder.

Ovelse 2
Underseg, om talparret gor uligheden 5x+ 2y <24 sand.

a) (2, 6) b) (3.1, 5.2) 0) (8,5)




Losninger til linezre uligheder med to variable kan ikke
skrives op som intervaller, fordi lasningerne er talpar. De
kan i stedet illustreres i et koordinatsystem, hvor
talparrene er koordinater til punkter.

P& figur 5 er indtegnet lesningsmangden

for uligheden 5x+2y<24.

Ethvert punkt i det bl omrade har et koordinatsat, som
gor uligheden sand. Fx vil koordinatsattet til punktet
(1,2) gore uligheden sand, fordi 5-1+2-2=9,0g 9 er
mindre end 24. Figur 5

Sx+2y<24

Vi vil ikke altid skelne mellem et punkt og dets koordinatsat. Punkter, hvis koordinatsat er losning
til en ulighed, vil ofte blive omtalt som lesninger til uligheden.

Ovelse 3
Tegn figur 5 med et CAS-verktej.

Pé figur 6 er tegnet de omrader, som
indeholder lgsningerne til ulighederne

3x+2y<36 og 3x+5y<50.

Det er yderligere sat som en betingelse, at x og
y er ikke-negative tal.

Punkterne, der ligger i det omrade, hvor den blé
og den gra figur overlapper hinanden, er
losninger til begge de to uligheder og opfylder
betingelserne om, at x og y er ikke-negative tal.
Der er altsa fire krav, der fastlegger det
overlappende omrade.

Figur 6

Definition

Omréader, der indeholder de punkter, som er lgsninger til flere lineaere uligheder, kaldes for
polygonomrdder.

Ovelse 4

Tegn med CAS-varktgjet det polygonomrade, der opfylder folgende uligheder.
Husk, at bade x og y er ikke negative tal.

a) 2x+3y<5o0g x+4y<4.
b) 12x+3y<50 og 2x+10y<40.




4. Polygonomréader

Den grafiske illustration af uligheder, som er gennemgéet i kapitel 3, udnytter vi nu til at give en

grafisk fremstilling af de begraensninger, som fx en produktion har.

Eksempel 4

Vi vender tilbage til smykkeverkstedet fra eksempel 2. Ressourceskemaet ses herunder.

Ressourceskema Antal type A | Antal type B Maksimum
Store perler 2 1 1200
Smaé perler 1 4 2000

Begrensningerne var 1200 store og 2000 sma perler. Vi kan nu opstille folgende uligheder:

2x+y <1200 og x+4y<2000,

hvor x er antallet af producerede smykker af type A, og y er antallet af smykker B.
Vi setter desuden den begransning, at bade x og y skal vere ikke-negative tal.

730)

(433,760)

*(671,152)

Figur 7

Figur 7 viser ulighederne indtegnet i veerktgjsprogrammet.
Punktet (154, 224) angiver, at der er solgt 154 smykker af type A og 224 af type B.

Ovelse 5 (fortsaettelse af eksempel 4)

a) Beregn, hvor mange store og sma perler der er brugt i den produktion, der svarer til punktet

(154, 224).

b) Beregn, hvor mange store og smé perler der ville blive brugt i en produktion, der svarer til
de gvrige punkter pa figuren.

c) Ihvilket omréde pé figuren findes de punkter, der svarer til en produktion, der kan lade sig

gore med de oplyste begrensninger?




Opgave 4

Pé lageret i et snedkerveerksted pakker man borde og stole til transport.
Ressourceskemaet ses herunder.

Ressourceskema Bord Stol Maksimum
Lagerplads i m’ 3 1 50
Arbejdstid (minutter) til pakning 10 10 500

a) Indfer passende variable, og opstil ulighederne for begraensningerne pa lagerets arbejde.

b) Indtast ulighederne i CAS-vearktgjet, s& polygonomrédet bliver markeret.

Opgave 5

Et transportfirma kerer med bilmotorer og daek.

En motor vejer 350 kg. Et dek vejer 15 kg.

Firmaet ma ikke leesse mere end 5000 kg ind i lastbilen.

En motor fylder 1 kubikmeter. Et deek fylder 0,2 kubikmeter.
Firmaet kan ikke laesse mere end 20 kubikmeter ind i lastbilen.

a) Opstil et ressourceskema for situationen.
b) Indfer passende variable, og opstil ulighederne for begransningerne.

¢) Indtast ulighederne i vaerktejsprogrammet, saledes at polygonomréadet er markeret.

Opgave 6

En virksomhed producerer to varer A og B.
Til begge varer anvendes en vis mangde ravarer og et antal arbejdstimer.

Begrensningerne kan formuleres med ulighederne:
4x+2y <80
2x+5y <120,

hvor den forste begrensning handler om maengden af rdvarer, malt i ton, som virksomheden kan fa
leveret om ugen. Den anden begransning handler om det antal arbejdstimer, som virksomhedens
ansatte arbejder om ugen med produktionen af de to varer. Der produceres x enheder om ugen af
vare A og y enheder om ugen af vare B.

a) Hvad fortaeller ulighederne om ressourceforbruget og begransningerne?

b) Opstil et ressourceskema for situationen.




5. Optimering

Eksempel 5

Vi arbejder videre med smykkeverkstedet (eksempel 2 og 4). Vi vil undersgge, hvor mange
smykker af hver slags verkstedet skal producere og szlge for at f& den sterst mulige fortjeneste.
Péa smykke A har veerkstedet en fortjeneste pa 4 kr. og pa smykke B en fortjeneste pa 6 kr.
Ressourceskemaet udvides nu med oplysningerne om fortjenesten pa de to forskellige smykker.

Udvidet ressourceskema | Antal type A | Antal type B | Maksimum
Store perler 2 1 1200
Sma perler 1 4 2000
Fortjeneste pr. smykke 4 kr. 6 kr.

Vi kan beregne fortjenesten N ved formlen N =4x+ 6y, hvor x betegner antallet af smykker af

type A, og y betegner antallet af smykker af type B. Vi kalder N for kriteriefunktionen.
Kriteriefunktionens graf for en fast veerdi N kalder vi for en niveaulinje.
Pé figur 8 ses niveaulinjerne for N =1500,N = 2500, N =40000g N =5000 .

4-x+6-y=5000

4-x+6:y=4000

4-x+6y=2500
4-x+6y=1500

100

A

Figur 8
Uanset hvilken kombination af smykker vi vaelger pa linjen med ligningen 4x+ 6y =2500, vil
fortjenesten alts& vere 2500 kr.
Linjen med ligningen 4x + 6y =4000 repraesenterer en fortjeneste pa 4000 kr.

Linjen med ligningen 4x+ 6y =5000 repraesenterer en fortjeneste pa 5000 kr. osv.

Vi ser, at niveaulinjerne forskydes opad, nar fortjenesten N bliver storre.

I det omréade, hvor den bl og gra figur overlapper hinanden ligger de punkter, der er lasninger til
begge ulighederne, og som derfor respekterer begraensningerne pa perlerne.

Linjen med ligningen 4x+ 6y =4000 gar gennem punktet (400, 400). Det er det eneste punkt,
som linjen og det overlappende omrade har felles. I dette punkt har smykkevarkstedet sa den

starste fortjeneste. Ved at selge 400 af hver type smykke fas den sterste fortjeneste 4000 kr.
Vi kalder punktet (400, 400) for det optimale punkt.
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Definition

Kriteriefunktionen N = ax + by angiver det udbytte, man ensker at optimere i situationen.

Kiriteriefunktionens graf hedder en niveaulinje.

Det talpar (x,y), der giver det storste udbytte under de givne begransninger, betegnes det optimale
punkt.

Ovelse 6

Nu ser vi igen pé virksomheden fra opgave 6.
Vi féar den oplysning, at firmaet tjener 300 kr. pa vare A, og 200 kr. pa vare B. Vi indtaster disse
oplysninger i en ny linje i ressourceskemaet og far dermed et udvidet ressourceskema.

Udvidet ressourceskema Vare A Vare B Maksimum
Ravarer i tons 4 2 80
Arbejdstimer 2 5 120
Fortjeneste 300 200

a) Opstil ulighederne for begraensningerne, og indtast dem i CAS-vearktojet, séledes at
polygonomradet markeres.

b) Opstil kriteriefunktionen. Indtast den i vaerktejsprogrammet, og indset en skyder,
s veerdien for kriteriefunktionen N kan varieres. Saet M til at ligge mellem 0 og 8000.
Velg nu forskellige vaerdier for N ved at flytte pa skyderen, indtil niveaulinjen gar gennem
hjernet af polygonomradet.

¢) Hvor mange varer af type A og hvor mange varer af type B skal man producere for at fa den
maksimale fortjeneste?

d) Hvor stor er den maksimale fortjeneste?

e) Undersog, hvilken fortjeneste man maksimalt kunne fa, hvis man kun producerede den ene
af de to typer varer.

Metode

Man kan altid finde en optimal veardi for kriteriefunktionen N i et hjerne af polygonomradet.
En metode til at lase optimeringsopgaver er derfor at starte med at tegne polygonomradet.
Dernest afsgger man alle hjernerne i polygonomradet.

Til sidst bestemmer man ved indsatning det af hjernerne, der optimerer vaerdien af
kriteriefunktionen M.

12



Eksempel 6 elefant

Pa figur 9 ses et polygonomréde for et firmas
produktion af to legetajsdyr, love og elefant.
Koordinaterne for polygonomrédets hjerner er
angivet pa figuren.

Firmaets fortjeneste pé en love er 25 kr., og
fortjenesten pa en elefant er 37 kr.

Antallet af lgver betegnes x og antallet af
elefanter y. Vi kan nu opstille kriteriefunktionen:

N=25x+37y.

Naste skridt er indsettelse af koordinatsattene for
de tre af de fire hjerner. Vi udelader punktet (0,0). (0,50)

(x, »)=(0,50): N=25-0+37-50=1850
(x, )=(52,24): N=25-52+37-24=2188
(x, »)=(60,0): N=25-60+37-0=1500.

(52,24)

=

(60,0) love

Vi kan nu se, at det optimale punkt er (52,24), og
at den maksimale fortjeneste er 2188 kr.

Figur 9

Opgave 7 (fortszettelse af opgave 1)

En virksomhed producerer foder til vilde fugle.

Der produceres to slags foder, Musvitblanding og Spurveblanding.

Der anvendes to slags frg, hampefre og solsikkefre.

I nedenstaende udvidede ressourceskema ses ressourceforbruget, begransningerne pa ressourcerne
og fortjenesten pa de to typer foder.

Udvidet Antgl poser Antal poser Maksimum
ressourceskema Musvitblanding Spurveblanding

Hampefro i kg 0,1 0,15 240
Solsikkefre i kg 0,2 0,1 180
Fortjeneste pr. pose i kr. 10 14

Begraensningerne kan beskrives med ulighederne:

0,1x+0,15y <240
0,2x+ 0,1y <180 .

a) Opstil kriteriefunktionen.

b) Bestem polygonomradet grafisk, og bestem koordinatseettet til hvert af hjernerne.

¢) Bestem den produktion, der giver virksomheden sterst indtjening.
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6. Flere end to begransninger

Nér der kun er to begraensede ressourcer, vil hjernerne vaere der, hvor linjerne skarer hinanden eller
der, hvor linjerne skaerer en af koordinatsystemets akser.

Tilsvarende gelder, hvis der er flere end to begraensninger. Sa vil der bare vare flere hjerner.

Det ser vi et eksempel pa i dette kapitel.

Eksempel 7 y

Figur 10 viser polygon-
omrédet i et eksempel, hvor
der er tre begransninger.
Begransningerne kan
beskrives med ulighederne:

2x+5y <35
x+y<10
2x+y <18.

Pé figur 10 kan vi se, at der er
fire hjerner i polygonomradet:

0,7
(5,5)
(8.2)
©, 0). (9.0

Figur 10

Ovelse 7 (fortszettelse af eksempel 7)
Det oplyses, at kriteriefunktionen er givet ved N =4x+y.
a) Beregn verdien for kriteriefunktionen N i hvert af de fire hjerner af polygonomradet.

b) Bestem det optimale punkt. Hvilken veerdi har N i det optimale punkt?

Ovelse 8 (fortseettelse af eksempel 7)
Det oplyses, at kriteriefunktionen er givet ved N =3x+2y .
a) Beregn verdien for kriteriefunktionen N 1 hvert af de fire hjerner af polygonomradet.

b) Bestem det optimale punkt. Hvilken vardi har N i det optimale punkt?
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Opgave 8

Figur 11 viser et polygonomréde, hvor
hjernernes koordinater er angivet.
En kriteriefunktion er givet ved N =x+y.

a) Bestem den sterste vaerdi af NV inden for
polygonomréadet.

Opgave 9

Et stort lager har to forskellige gaffeltrucks A og B.

Figur 11

v

Figur 12

x angiver antal ture med gaffeltruck A, og y angiver antal ture med gaffeltruck B.
Begrensningerne er, at de to gaffeltrucks kerer med forskellig hastighed, bruger forskellig mengde

diesel og har forskellige udgifter til vedligeholdelse.

Grafen viser polygonomradet for det mulige antal ture pa en arbejdsdag.

Lageret onsker at transportere mest muligt gods pa en arbejdsdag.

Gaffeltruck A kan laste 6000 kg pr. tur. Gaffeltruck B kan laste 4000 kg pr. tur.

a) Opstil kriteriefunktionen, og bestem den maksimale mangde gods, der kan transporteres

pa en arbejdsdag.
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Optimering med linezr programmering - sidan ger man
1. Fastleeg de to uathengige variable x og y.

2. Formulér begransningerne for de involverede ressourcer som uligheder (samt x>0, y>0).

3. Indtast ulighederne i et vaerktejsprogram, og bestem polygonomradet.

4. Opstil kriteriefunktionen N =a-x+b-y.

5. Bestem det optimale punkt ved at indsette koordinaterne for polygonomrédets hjorner i
kriteriefunktionen.

6. Formulér en losning pé optimeringen, dvs. hvilke verdier for x og y der fastleegger det
optimale punkt, og hvilken vaerdi N har i det optimale punkt.

7. Folsomhedsanalyse

Falsomhedsanalyse drejer sig om at undersgge, hvor meget man kan @ndre koefficienterne til x og y
i kriteriefunktionen, for det optimale punkt skifter til et andet sted i polygonomradet.

I de folgende 2 eksperimenter arbejdes der med smykkevarkstedet igen (eksempel 2, 4 og 5). Vi vil
undersgge, hvor meget fortjenesten pa smykke A kan andre sig, for det kan betale sig for firmaet at
leegge produktionen om.

Ovelse 9 (Eksperiment)
a) Tegn de to begraensninger givet ved ulighederne 2x + y <1200 og x+4y <2000.
b) Tegn niveaulinjer N =4-x+6-y, hvor N geres til en skyder, der gér fra 0 til 5000.
Bestem det optimale punkt.
Nu falder fortjenesten for smykke A til 3 kr.

¢) Tegn niveaulinjer med ligningen N =3-x+6-y, hvor N stadig justeres med en skyder.
Hvor kommer det optimale punkt til at ligge denne gang?

d) Eksperimentér: Hvor lille skal fortjenesten pa smykke A vare, for det optimale punkt
kommer til at ligge et andet sted?

e) Ga den modsatte vej: Hvor stor skal fortjenesten pa smykke A vere, for det optimale punkt
kommer til at ligge et tredje sted?
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Ovelse 10 (Eksperiment)
a) Tegn de to begraensninger givet ved ulighederne 2x + y <1200 og x+4y <2000.

b) Tegn en niveaulinje, som er last fast til det optimale punkt (400, 400), og justér
fortjenesten a pa smykke A med en skyder.
Vink: Det kan geres ved at tegne relationen a-x+6-y=a-400+6-400.

Venstresiden er kriteriefunktionen med variabel fortjeneste a.
Hojresiden laser niveaulinjen til punktet (400, 400).
Lad skyderen a gé fra 0 til 20 med en skridtleengde pa 0,1.

¢) Hvor lille skal fortjenesten a pd A vere, for det optimale punkt skifter fra (400,400) til et
andet punkt?

d) Hvor stor skal fortjenesten pa A vere, for det optimale punkt skifter fra (400, 400) til et
andet punkt?

Eksperimenterne viser, at (400, 400) er det optimale punkt, indtil vi endrer kriteriefunktionen sa
meget, at niveaulinjerne bliver parallelle med en af de linjer, der afgraenser polygon-omréidet.
Analyserne viser, at s laenge fortjenesten pa smykke A er mellem 1,50 kr. og 12 kr., sd opnar
virksomheden den maksimale indtjening ved at producere 400 af hver slags.

Definition

Efter at have fundet det optimale punkt kan man med en folsomhedsanalyse undersgge, hvor meget
man kan zndre pé koefficienterne til x og y og samtidig fastholde det optimale punkt.

Det vil fx sige, hvor meget man kan @ndre fortjenesten pa smykke A eller B og stadig opna den
maksimale fortjeneste med en produktion pa 400 smykker af hver slags.

Metode

For at kunne udfere en folsomhedsanalyse i praksis er det nedvendigt at kunne finde haeldningen
af en niveaulinje og en begransende linje. Det kan geres ved at isolere y i kriteriefunktionen og i
ligningen for en begransende linje.

Ovelse 11

Isolér y ved at bruge ligningsleseren i CAS-varktajet. Angiv derefter haeldningen for hver af
linjerne.
a) 2x+5y=12 b) —4x+2y=10 ¢) 6x—3y=20.
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Eksempel 8

Vi ser igen pa smykkeverkstedet (jf. eksperimenterne i gvelse 9 og 10).

Vi skal undersgge, hvor meget fortjenesten pa smykke A kan variere, uden at det optimale punkt
flytter sig.

Fortjenesten pa smykke B fastholdes pé 6 kr. og fortjenesten pa smykke A settes til a kr.

Sa far vi kriteriefunktionen N=a-x+6-y.

I denne ligning isoleres y, og vi far y = —% X +% , dvs. haldningen er —% .

Den ene begransning er givet ved uligheden 2x+ y <1200 . Vi isolerer y i ligningen
2x+y=1200 og far y =—-2x+1200, sa denne linjes haeldningskoefficient er 2.

For at bestemme a i dette tilfaelde setter vi de to haeldninger lig med hinanden og lgser ligningen
med hensyn til a:

Lo e a=12.
6

Den anden begransning er givet ved uligheden x+4y <2000. Vi isolerer y i ligningen
x+4y=2000 og far y = —% -x+ 500, sa denne linjes heldningskoefficient er —%.

Igen setter vi de to haeldninger lig hinanden og leser med hensyn til a:

Hermed har vi beregnet, at fortjenesten pd smykke A kan variere fra 1,5 kr. til 12 kr. uden at
produktionen skal omlegges fra at producere 400 smykker af hver slags.

Ovelse 12

Fasthold fortjenesten pa smykke A pa 4 kr., og s&t fortjenesten pd smykke B til b kr.
Vis, at b kan variere mellem 2 kr. og 16 kr., uden at produktionen skal omlaegges.
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Opgave 10

x+3y<5500

(2500,1000)

3x+2y<9500

y=

Figur 13

En fabrik producerer dagligt x eksemplarer af en vare A og y eksemplarer af en vare B.
Grafen viser polygonomradet for produktionen.

Fabrikken tjener 8 kr. pr. eksemplar af vare A, og 10 kr. pr. eksemplar af vare B. Fabrikken tjener
flest penge, hvis der produceres 2500 eksemplarer af vare A og 1000 eksemplarer af vare B.

a) Udfoer en folsomhedsanalyse for at afgere, hvor meget indtjeningen pé vare A skal @ndre
sig, for det kan betale sig at laegge produktionen om.

Opgave 11

4x+2y <16

2x+6y<28

A

Figur 14
Figuren viser polygon-omradet i en optimeringsopgave. Begransningerne er givet ved:
4x+2y <16 og 2x+6)y <28.

Det oplyses, at kriteriefunktionen N =a-x+4y har maksimum inden for polygonomradet i det
optimale punkt (2,4).

a) Udfoer en folsomhedsanalyse for a 1 kriteriefunktionen.
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Appendiks A : Et eksperiment

I dette afsnit skal vi eksperimentere med at opné det bedste resultat med begransede ressourcer.

En pige laver smykker med perler. Hun laver to forskellige slags af nogle store og sma perler.

Til den ene type (A) anvender hun 2 store og 1 lille perle, og til den anden type (B) anvender hun
1 stor og 4 sma perler.

Hun har 12 store og 20 sma perler.

I avelse Al og A2 skal man preve sig frem med rigtige perler, kugler eller lignende.

Ovelse Al
a) Hvis hun laver 3 smykker af type A, kan hun sa lave 4 af type B?
b) Hvis hun laver 4 smykker af type B, kan hun sé lave 4 af type A?

Ovelse A2

I skemaet angiver det rede kryds 2 Antal B
smykker af type A og 3 af type B.

a) St et kryds for alle de mulige
kombinationer af smykker, hun
kan lave.

— (N[ W ||
X

112134567
Antal A
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Ovelse A3

a) Hvor mange store perler har hun brugt, hvis hun laver 2 smykker af type A og 3 smykker af
type B?

b) Opstil en formel til beregning af det antal store perler, hun har brugt, hvis x er antal smykker
af type A, og y er antal smykker af type B.

¢) Hvor mange sma perler har hun brugt, hvis hun laver 2 smykker af type A og 3 af type B?

d) Opstil en formel til beregning af det antal sma perler, hun har brugt, hvis x er antal smykker
af type A, og y er antal smykker af type B.

Ovelse A4
Pigen kan {2 en fortjeneste pa 4 kr. for type A og 6 kr. for type B.
a) Hvilken fortjeneste kan hun fa, hvis hun szlger 2 smykker af type A og 3 af type B?
b) Hvilken fortjeneste kan hun f4, hvis hun selger 5 smykker af type A og 2 af type B?
Hun selger x smykker af type A og y af type B.

c) Opstil en formel til beregning af den samlede fortjeneste pa smykkerne.

Ovelse A5

a) Hvor mange smykker af hver slags skal pigen salge for at fa den sterst mulige fortjeneste?
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Appendiks B : Et minimeringsproblem

Hidtil har vi kun ledt efter maksimum, men metoden kan ogsé bruges til at minimere kriterie-
funktioner.

Eksempel B1

En studerende vil leve af skyr og Choko-morgenmad.
Den studerende vil leve sé billigt som muligt. Hvordan skal kosten sammensaettes?
Herunder ses et ressourceskema for situationen.

Udvidet ressourceskema Skyr m(ig(e)ﬁg;a d Minimum
Proteinindhold pr. 100 g 11 5 80
Kcal pr. 100 g 86 287 2000
Prisikr. pr 100 g 2,50 7,00

x betegner det antal 100 g skyr, som den studerende spiser, og y betegner det antal 100 g choko-
morgenmad, som den studerende spiser.

Vi opstiller ulighederne og tegner
polygon-omradet

Protein: 11-x+5-» >80
kecal: 86-x+387-y >2000.

Polygonomrédet er det merke omrade i
gverste hejre hjorne.

Den studerende mé gerne spise mere end
80 g protein.

Pa figur 15 afleses hjornerne af
polygon-omradet:

(0, 16)
(5.48, 3.95)
(23.6,0) .

Figur 15

(0, 16) svarer til, at den studerende udelukkende lever af Choko-morgenmad.

(5.48, 3.95) svarer til, at den studerende spiser 548 g skyr og 395 g Choko-morgenmad.
(23.6, 0) svarer til, at den studerende udelukkende lever af skyr.

En af de 3 muligheder er den billigste.

Vi indsetter i kriteriefunktionen N =2,5-x+ 7y og beregner udgiften i de 3 punkter.

(x, ¥)=(0,16): N=2,5-0+7-16=112 kr.
(x, ¥)=(5.48,3.95): N=2,5-54769+7-3,9509 = 41,35 kr.
(x,y)=(23.6,0): N=2,5-23,6+7-0=59 kr.

Hvis den studerende skal leve billigst muligt, skal der altsa spises ca. 548 g skyr og 395 g choko-
morgenmad om dagen. Og den mindste samlede udgift bliver 41,35 kr.
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Ovelse Bl
Der er givet et problem med felgende begrensninger
3x+3y2>9
4x+2y2=8.
a) Bestem polygonomradet grafisk, og bestem koordinaterne til alle hjerner.

Antag, at ligningen for niveaulinjerne er 2x+3y =N .

b) Bestem den minimale vaerdi for kriteriefunktionen N.

Ovelse B2

Et mejeri fremstiller yoghurt med hindbzr og brombeer.

Der skal i alt vaere mindst 500 kg baer i hver produktion.

Hindbaer indeholder 0,240 g C-vitamin pr. kg. Bromber indeholder 0,15 g C-vitamin pr. kg.
Firmaet vil have mindst 90 g C-vitamin i hver produktion.

a) Indfer passende variable, opstil et ressourceskema, og opstil begraensningerne.

Firmaet kan kebe hindbeer til 20 kr. pr. kg, og brombeer til 28 kr. pr. kg.
Firmaet ensker, at produktionen skal vere sa billig som muligt.

b) Tegn polygonomradet, og bestem det optimale punkt.
Barpriserne a&ndrer sig i lobet af s@sonen.

¢) Udfor en folsomhedsanalyse mht. prisen pa hindbeer.
Bestem det interval, som prisen pa hindbeer skal ligge i, hvis firmaet ikke skal laegge sin
produktion om.
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