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Opgaver i integralregning

- uden hjeelpemidler

I det folgende skal du bestemme en reekke integraler, bade ubestemte og bestemte, UDEN

brug af hjelpemidler. Forst nogle regler og en liste med stamfunktioner.

Nr. | Navn Regneregler for det ubestemt integral
(160) | Sumregel [(f@)+g@)dx = [ f()dx + [g(x)dx
(161) | Differensregel [(F@)-g)dx = [ f()dx - [g(x)dx
(159) | Konstantregel [k-feodx = k[ f(x)dx

(162) | Integration ved substitution | | f(g(x))-g'(x)dx = F(g(x))

Tabel over stamfunktioner til elementaere funktioner nedenfor. Husk at stamfunktioner

ikke er entydige: Hvis man laegger en konstant til, er det ogsa en stamfunktion, og der er

ikke andre!
Nr. Sf(x) F(x) Nr. S(x) F(x)
0 a (150) e’ e
(148) a a-x (151) ek L.t
X %xz x 1,
(152) a na) 4
(153) | " (@z-D) | o (157) | sin(x) | —cos(x)
(154) | — = x! 1n|x| (156) cos(x) sin(x)
x
(149) In(x) x-In(x)—x
(155) | Vx = x| Zxfx = 248

Det bestemte integral fas ved at indsette graenser i stamfunktionen F(x):

b
[reyax = [FW], = F(b)-F(a)


st
Gul seddel
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Eksempel 1

Bestem uden hjzlpemidler stamfunktionen til f(x)=x"*+e*".

Losning: Vi kan bruge sumreglen, hvor vi integrerer hvert led for sig. Forste led er en
potensfunktion, hvor vi kan benytte (153), mens andet led er en eksponentialfunktion,
hvor vi bruger (151). Det giver folgende stamfunktion:

4x

4, 4 4 4 441 4 5
Ix +eMdx = Ix dx + J.exdx = ﬁx* +%ex:%x +%e

Eksempel 2
Bestem den stamfunktion til f(x) = 6x*, som opfylder £ (2)=3.

Losning: Vi benytter konstantreglen (159) samt regel (153) til at bestemme en stamfunk-
tion til potensfunktionen:

j6x2dx = 6-jx2dx = 6--Lx* = 6.1 = 24°

1
2+1 3

Enhver stamfunktion til funktionen f'vil derfor vare pa formen f(x)=2x’ +k, hvor k er
en konstant. Vi kan bestemme konstanten ved at indsatte punktet (2,3) :

3=2-2°+k < 3=16+k < -13=k

Dermed er f(x)=2x> —13 den enskede stamfunktion.

Eksempel 3
2

Udregn det bestemte integral: _[ B8x—1)dx.
-1

Losning: Igen benyttes blandt andet regel (153):

2

2
= [4x2—x11
= (4-22—2)—(4-(—1)2—(—1))
(16-2)—(4+1)
14-5
=9

2 5 3
jl(gx—l)dx = [8-4x —x]_l

Hvor vi i tredje trin indsetter forst overste grense og derefter nederste greense 1 udtrykket
for stamfunktionen.
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Eksempel 4

Benyt substitution til at udregne folgende ubestemte integral: J.e3 Y

Losning: "Problembarnet" er den indre funktion 3—5x. Vi velger at substituere den med
en ny variabel ¢. Dernest differentierer vi den med hensyn til x, hvilket giver -5, som vi
ser 1 boksen til hgjre. Uformelt fas derved sammenhaengen df =—-5-dx og ved at isolere
dx , fas endeligt —+dr = dx . Vi far herved:

t=3-5x
3-5x 3-5x
[evde = [e'(~Ldt) = —L-[e-dt = —Le = —L.c di_
dx
hvor vi 1 ferste trin har udskiftet variable. Vi ender med at skulle dt ==5-dx
integrere €', som er funktionen selv. Til sidst husker vi at skifte til- —1dt =dx

bage til den oprindelige variabel x.

Eksempel 5

Benyt substitution til at udregne folgende bestemte integral: j dx .

x2+1

Losning: Med vores "hegeblik" opdager vi, at n@vneren differentieret er lig med taelleren
pa neer en multiplikativ konstant. Sa vi vaelger at erstatte neevneren med den variable ¢.

¢ 4x [ L L
dx = |4x -— = 2
! X +1 ! N I 't 2x t=x+l
dt
=2x
N PR AR LT (In(5)—In(2 dx
- ! dr j t = 2:[Inf] = 2:(In(5)~In(2)) A
) idt:a'x
hvor vi forst valger at gange telleren ned foran breken. I 2x
trin 2 udskiftes nevneren med ¢ ligesom dx udskiftes med
t-graenser:

udtrykket fra boksen til hgjre. Der er nu et mix af bade x og 5
t. Derfor preciseres, at greenserne stadig er x-graenser, ved x=l=1=1"+l=2

at skrive x =1 i den nederste graense. I trin 3 ser vi, at x x=2=1=2"+1=5
forsvinder (havde den ikke gjort det, ville vi ikke kunne

gennemfore substitutionen!). Sa er der kun ¢ tilbage. Det

betyder ogsa, at der skiftes til z-graenser ved at indsatte x-greenserne ind i ¢ = x> +1, som

vist 1 boksen.

Bemarkning: Man kan godt alternativt vaelge at bibeholde x-graenserne, hvis man til gen-
gald som 1 eksempel 4 gar tilbage til x, for greenserne indsaettes. Altsa:

2

I 4x dx=i4x' ! dx = j'4x-l-idt

1x2+1 1 x> +1 t 2x

x=1

2

= jzédr - 22}%(# = 2-|:ln|t|:|i:1 - 2-[1n\x2+1ﬂf = 2-(In(5)~In(2))

x=1
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Opgaver

Opgave 1

Bestem uden hjelpemidler stamfunktioner til folgende funktioner, idet du gerne mé bruge
formelsamlingen.

a) f(x)=4x b) f(x)=x 0 f(0=T d) &
) f()=x+2 ) f(x)=4-cos(x) g f(x)=% h) f(x)=2"

Opgave 2

Bestem uden hjzlpemidler stamfunktioner til folgende funktioner, idet du gerne ma bruge
formelsamlingen.

a) f(x)=x-sin(x) b) f(x)=e"—4 ¢) f(x)=10-x* d f(x)=¢e"

Opgave 3
Bestem den stamfunktion til f(x)=2x+1, hvis graf gar igennem punktet (2,1).

Opgave 4
Bestem den stamfunktion til f(x) =¢e* —6x, som opfylder f(0)=3.

Opgave 5
Udregn uden hjzlpemidler folgende bestemte integraler:

2 1 1 n
a) j 6xdx b) j (x> +1) dx 0) j e dx d) j sin(x)dx

0 0 0 0
Opgave 6
Benyt substitution til at lose folgende ubestemte integraler.

2 4x
a) |5-cos(5x+1)dx b) [2-¢"ax c) |4x-e" dx d dx
) [5-cos(5x+1) ) | ) | ) J5o

Opgave 7

Benyt substitution til at lose folgende bestemte integraler.

1 2
) [Gx-1’dx  b) [6x-(x +1) dx 0) [——adx
0 0
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Losninger

Opgave 1: a) 2x’ b) L1x° c) 7Tx d) Le*
e) %x2+2x f) 4-sin(x) 2) 3-1n|x| h) 1n(12)'2x

Opgave 2: a) 1x*+cos(x) b) e —4x c) 2-x° d) -

Opgave 3:  x*+x-5

Opgave 4 e" —3x” +4
Opgave 5: a) 12 b) 3 c) e—1 d) 2

Opgave 6: ) sin(5x+1) b) L.e™ ) 2. d) ln‘2x2 +5\

Opgave 7: a) 2 b) 7 ¢) In(3)



