Spørgsmål til årsprøven 2 fi MA 2025


Spørgsmål 1: Vektorer og analytisk geometri

Redegør for tværvektor og determinant, herunder bevis for nogle simple sætninger.

Bevis den generelle formel for to ligninger med to ubekendte ved brug af vektorer

[image: Macintosh HD:Users:st:Desktop:Skærmbillede 2016-02-28 kl. 08.46.24.png] [image: 9 Cramers Rule Stock Vectors and Vector Art | Shutterstock]

Vis at determinant 

Her er sammenhæng mellem determinant og parallelle vektorer
https://www.webmatematik.dk/lektioner/matematik-b/vektorer-i-2d/determinant

video om vektorløsning af to ligninger
https://www.youtube.com/watch?v=px-dTNk7wlE

her afsluttes med determinant-formlen
https://steen-toft.dk/mat/20112012/3x/vektorer/2lign2.pdf

2 ligninger med 2 ubekendte kan fortolkes på 2 måder: 
1. Skæring mellem to linjer, hvor der ikke er en løsning, hvis de to linjer er parallelle. 
2. Vektorfortolkning, hvor vi skal hen til vektoren (6,8) ved at gå 2 ud langs vektoren (2,1) og derefter 2 ud langs vektoren (1,3). ingen løsning, hvis vektorerne a og b er parallelle 

[image: Et billede, der indeholder tekst, skærmbillede, Font/skrifttype, dokument

Indhold genereret af kunstig intelligens kan være forkert.][image: Et billede, der indeholder diagram, linje/række, skitse, tegning

Indhold genereret af kunstig intelligens kan være forkert.][image: Et billede, der indeholder tekst, Font/skrifttype, skærmbillede, hvid

Indhold genereret af kunstig intelligens kan være forkert.]
Spørgsmål 2: Analytisk geometri

Opstil cirklens ligning ud fra centrum og radius og forklar om skæring mellem en linje og en cirkel. 
Opstil en formel for centrum og radius ud fra cirklens ligning på formen:

                                                     


For at forstå beviset skal man kunne benytte metoden i en konkret opgave. Se video af Vibeke Sperling Pagh: https://www.youtube.com/watch?v=JEtuaI12aPo

Analytisk geometri - Bevis: Cirklens ligning KG mat
https://www.youtube.com/watch?v=NWSiyfb1BfU

- Udled en formel for centrum og radius ud fra cirklens ligning 










Hvor centrum og radius er givet ved 


’Cirkeldiskriminanten’  afgør om det er en cirkel, et punkt eller ingen punktmængde




[image: Completing The Square | 7 Easy Steps (Video + Examples)]
Spørgsmål 3: Funktioner og differentialregning 

Forklar om sammenhængen mellem sekanthældningen mellem to punkter og tangenthældningen i middelværdien af de to punkters x-koordinater. 
Redegør for tretrinsreglen og udled differentialkvotienten for 

Tretrinsreglen, KGMAT
https://www.youtube.com/watch?v=3_gzOiWR0Gk

Tretrinsreglen - Bevis: Differentialkvotienten af kvadratfunktionen f(x) = x^2 KGMAT
https://www.youtube.com/watch?v=jcsWHD741k8

Betragt funktionen 
a) Sekanthældningen gennem punkterne med koordinaterne  og  
b) Tangenthældningen i punktet 





Sætning. Sekanthældningen mellem to punkter på kvadratfunktionen er lig med tangenthældningen til middelværdien af x-koordinaterne

Betragt funktionen . Sekanthældningen gennem punkterne med x-koordinaterne  og , er givet ved


















Spørgsmål 4: Funktioner og differentialregning

Forklar at Jensens ulighed er opfyldt for . 



Redegør for tretrinsreglen og udled differentialkvotienten for .

Vis via en tegning og en beregning, at



Funktionsværdien af x-middeltallet er mindre end middeltallet af funktionsværdierne. 





















Den sidste ulighed er altid sand, fordi et tal i anden altid er positivt eller 0. Da den sidste ulighed altid er sand, er den første ulighed også sand
Spørgsmål 5: Funktioner og differentialregning

Forklar om tangenthældninger i spejlede punkter for , og bestem differentialkvotienten for  ud fra differentialkvotienten for . Opstil forskrifter for tangentligninger til de to funktioner.  

https://www.youtube.com/watch?v=5lULUzkS4QU

Eksempel 1. Geometrisk argument for tangenthældningen til  og  i et spejlet punkt 
[image: Et billede, der indeholder linje/række, diagram, Kurve, skibakke

Automatisk genereret beskrivelse] 

Differentiation af kvadratrodsfunktionen ved brug af sammensat differentiation
I beviset benyttes , hvor , og  



Tangentligningen til gennem  og 



Tangentens ligning til gennem , og 



Formel for alle tangentligninger til kvadratfunktionen ud fra formlen for tangentligningen
Ved at benytte formlen for tangentligningen i formelsamlingen (som jo også skal begrundes)











Tangenten skærer y-aksen i den negative y-værdi til parablens røringspunkt. 

Formel for alle tangentligninger til kvadratrodsfunktionen ud fra tangentligningen















Tangenten skærer y-aksen i halvdelen af den y-værdi til parablens røringspunkt
















Spørgsmål 6: Polynomier

Forklar om placeringen af parablens toppunkt, når to koefficienter fastholdes og den sidste 
varieres, ved at oprette en skyder i GeoGebra. 
Udled formlen for andengradspolynomiets toppunkt

Parablens toppunkt, når b og c er fastholdt og a varierer
Bestem toppunkterne til nedenstående polynomier, og vis bestem forskriften for den rette linje der går gennem toppunkterne (opret en skyder i GeoGebra: , bestem ekstremum, højreklik og opret spor)




Toppunktets y-koordinat kan omskrives så det indeholder toppunktets x-koordinat



Når a varierer, vil parablens toppunktet bevæge sig langs en ret linje , der skærer y-aksen samme sted som parablen og med en hældning, der er halvt så stor tangenthældningen, der hvor parablen skærer y-aksen. Begrund alle ovenstående lighedstegn.  

Parablens toppunkt, når a og c er fastholdt og b varierer
Bestem toppunkterne til nedenstående polynomier, og bestem forskriften for den parabel, der går gennem toppunkterne (opret en skyder i GeoGebra: , bestem ekstremum, højreklik og opret spor




Toppunktets y-koordinat kan omskrives så det indeholder toppunktets x-koordinat



Når b varierer, vil parablens toppunktet bevæge sig langs en ny parabel med forskriften , der skærer y-aksen samme sted som parablen, men hvor parablens grene er modsatrettede i forhold til den oprindelige parabel. Begrund alle ovenstående lighedstegn


Spørgsmål 7: Polynomier

Redegør for betydningen af koefficienter til et polynomium af 3. grad. Redegør for Viétes sætning for et polynomium af 3. grad på formen




Alle polynomier af tredjegrad kan skrives på formen



Med den 1.afledede funktion

og den 2.afledede funktion


Koefficienten d angiver skæring med 2. aksen, fordi



Koefficienten b angiver tangenthældningen i skæring med 2. aksen, fordi



Koefficienten b angiver om grafen er konveks eller konkav i skæring med 2. aksen, fordi



Koefficienten a angiver om grafen er konveks eller konkav for store positive værdier af x, fordi grafen krumning for store positive x er bestemt af leddet 



Hvis 3. gradspolynomiet har tre rødder , kan det bringes på faktor-form











Spørgsmål 8: Polynomier og differentialregning

Bestem det approksimerende andengradspolynomium til et max eller min af et 
tredjegradspolynomium
Bevis, at hvis  så har tredjegradspolynomiet  både et max og 
 et min, og at vendepunktets ligger midt mellem max og min

Metode til at bestemme det approksimerende polynomium af anden grad
Betragt polynomiet



Vi vil tilnærme grafen for  med et 2.gradspolynomium i punktet (1,-2)


ved at kræve

a) 

b) 

c) 

Vis, det giver andengradspolynomiet 


Sætning om vendepunktet og max/min af et 3. gradspolynomium
Hvis et polynomium af 3. grad har et max og et min, så ligger vendepunktet midt mellem max og min. 

Alle polynomier af 3. grad kan skrives på formen







             dvs. 3. grads polynomiet har 2 punkter med vandrette tangenter, hvis 

midtpunktet mellem max/min punkterne er samme x-koordinaten til vendepunktet   



Spørgsmål 9. Integralregning

Bevis, at arealfunktionen  for en kontinuert og ikke-negativ
funktion  er en stamfunktion til .                                                                                  Bestem formlen for arealet af cirkel ved at benytte formlen for omkredsen

https://www.youtube.com/watch?v=0BuJe6QpKqU&t=18s
Vi indfører arealfunktionen , hvor  = 0 og  er arealet af cirklen med radius r. 
[image: Et billede, der indeholder cirkel, skitse, diagram, hvid

Indhold genereret af kunstig intelligens kan være forkert.]

Foldes den stiplede ring ud, er arealet større end arealet af et rektangel med længden  og bredden  og mindre end arealet af et rektangel med længden  og bredden 





Og da differenskvotienten  er klemt inde mellem  og , fås



Dvs. at differenskvotientens  grænseværdi og denne grænseværdi er differentialkvotienten 



Ved at integrere begge sider fås







Spørgsmål 10: Integralregning

Bevis formlen for kurvelængden af en graf
Bestem en tilnærmet værdi for kurvelængden til  fra  til  ved at benytte en sum af sekantlængder.

Kurvelængde Martin Haspang
https://www.youtube.com/watch?v=fauiaWTrORA

Hvis en funktion er kontinuert og den samlede længde af sekanterne hørende til en inddeling af delintervallerne, har en grænseværdi, når længden af delintervallerne går mod nul, så er denne grænseværdi lig med kurvelængden. 

Vi bestemmer først længden af sekanten mellem   


Kurvelængden for  i intervallet  kan tilnærmes med en sum af tre sekantlængder, hvor , med sekanthældningerne



Ved at benytte formel , bliver summen af de tre sekantlængder

                                

For alle differentiable funktioner findes der en x-værdi i intervallet fra  , hvor tangenthældningen lig med sekanthældningen, men for  er dette punkt i midten af intervallet, hvilket er 


Ved brug af ovenstående formel, bliver summen af de tre sekantlængder







Spørgsmål 11: Integralregning og vektorfunktoner

Bevis formlen for kurvelængden af en vektorfunktion
Benyt formel til at bestemme omkredsen af en cirkel

Vektorfunktioner - Bevis: Kurvelængde KG MAT
https://www.youtube.com/watch?v=NQG75iRHHRM

Vektorfunktioner - Kurvelængde anvendelse: Cirklens omkreds KG MAT
https://www.youtube.com/watch?v=2PyMxdIEf9o

alternativt: Kurvelængden af vektorfunktion bestemt ud fra kurvelængden af en funktion

Betragt en vektorfunktion, hvor koordinatfunktionerne  og er differentiabel og hvor y også er en funktion af x. Differentiation af en sammensat funktion  med hensyn til t



Ved at isolere  og udnytte at tangenthældningen kan skrives , fås


Formlen kan bruges til at bestemme hældningen af tangenten og dermed tangentligningen til en vektorfunktion (se eksemplet side 2).Formlen viser også, at kurven har en vandret tangent, hvis , og  og en lodret tangent, hvis og Vi kan også omskrive  som en funktion af t



og dermed få et integral, hvor x er erstattet af t og derfor skal x-grænserne erstattes af t-grænser. Sammenhængen mellem grænserne t og x-grænser:  og 



Vi har hermed argumenteret for formlen af kurvelængden af en vektorfunktion





Spørgsmål 12: Normalfordelingen

Redegør for karakteristiske egenskaber ved tæthedsfunktionen

                                       

Opstil formler for  og  og bestem det approksimerende polynomium af 2. grad i punktet, hvor x = 0

                                       

Tæthedsfunktionen for normalfordelingen med parametrene  fremkommer via standardnormalfordelingen  i 3 skridt:

1) Grafen parallelforskydes i x-aksen retning med , det er  
2) Grafen stækkes/komprimeres i x-aksens retning (horisontalt), hvilket giver 
3) Grafen stækkes/komprimeres i y-aksens retning (vertikalt), hvilket giver 

Spredning over eller under 1 
a) Grafen strækkes horisontalt, hvis  og komprimeres, hvis 
b) Grafen strækkes vertikalt, hvis og komprimeres, hvis 

Sammenhæng mellem højde, bredde og spredning ag tæthedsfunktionen
a) Hvis spredningen ændres fra 1 til 2 bliver grafen dobbelt så bred og halvt så høj
b) Hvis spredningen ændres fra 1 til 0.5 bliver grafen halvt så bred og dobbelt så høj







når x = 1 eller x = -1. Det er i disse x-værdier, hvor grafen krumning vender (vendepunktet) og hvor grafen er mest stejl. 2/3 af grafens areal ligger mellem de vendepunkters x-koordinater.
Det polynomium , der i punktet (0,1) bedst tilnærmer 



Spørgsmål 13: Sandsynlighedsregning

Argumentér for formlen for binomialkoefficienterne  herunder symmetri. 
Argumentér for formlen til beregning af sandsynligheder i binomialfordelingen ved brug af to kast med en terning

Binomialkoefficienter (begrundelse for formlen)
Vi skal vælge tre personer blandt 5 personer til at vaske op, tørre af og sætte på plads. Valget kan foretages på to måder. Ved direkte valg af de tre eller indirekte valg, hvor 3 personer vælges og derefter kan de selv fordele opgaverne





Formel for binomialkoefficienten , ved brug af fakultetsfunktionen



Symmetri af binomialkoefficienterne
At vælge 2 blandt 5 kan opnås ved at fravælge 3, så derfor er , hvilket også ses
via formlen


At vælge ingen, og at vælge alle blandt fx 5 personer kan kun gøres på én måde



Bruges formler skal man benytte at 
At vælge 1 blandt 5 kan opnås ved at fravælge 4, og det kan gøres på 5 måder



Antagelser bag binomialfordelingen
a) Et eksperiment hvor der kun er to udfald 
b) Eksperimentet gentages n gange
c) Sandsynligheden for hvert af de to udfald ændrer sig ikke
d) Udfaldet ved hver gentagelse er uafhængigt af de forudgående udfald
BINS = Binary outcome, Independent trials, Number n constant, Same p per trial
Hvis det er et terningkast, kan den stokastiske variabel X være antal seksere i de n kast. Antagelsen om uafhængighed gælder ikke i et spil kort, hvor sandsynlighed for at få et es afhænger af om man allerede har trukket et es. 
I to kast med en terning er der 36 udfald, der er lige sandsynlige. Lad den stokastiske variabel X angive antal seksere i 2 kast med en terning. Sandsynlighedsfordelingen fås ved at tælle de gunstige og dividere med de 36 mulige udfald. Af figuren nedenfor ses, at der er 1 dobbeltsekser og 10 udfald med 1 sekser og 1 ikke-sekser samt 25 udfald uden en sekser.



Læg mærke til at summen af sandsynligheder giver 1
[image: Dice and the Laws of Probability]


To kast med en terning (trædiagram)
[image: MAI 4.8] PROBABILITY II (TREE DIAGRAMS)-neha-ready-done]






Addition. Sandsynligheden for at få én sekser i to kast, kan får på to måder, sekser i det første kast eller en sekser i anden kast.
Multiplikation. Sandsynligheden for at få en sekser i første kast og en ikke-sekser i andet kast, fås ved at multiplicere sandsynlighederne.
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