Talsystemer: Aksiomer, definitioner, og sætninger

1. Aksiomer og definitioner
2. De naturlige-, de hele-, de rationale- og de reelle tal
3. Den aksiomatisk - deduktive metode
4. Formodninger (hypoteser)

1. Aksiomer og definitioner

Aksiomer
Påstande (postulater) der er vedtaget som sande uden bevis, dvs. indlysende forudsætninger.

”Historisk set er der ingen vigtige matematiske teorier, der er opstået ved at man er begyndt med aksiomerne. Normalt udvikles teorien uformelt og når teorien er tilstrækkelig udbygget, begynder man at savne et solidt fundament og det fører til aksiomatisering af teorien”. (Lützen, side xi, 2019)

”Der skal være aksiomer nok til at teoriens sætninger alle kan vises ud fra aksiomerne. Men aksiomerne skal helst være uafhængige, i den forstand, at ingen af dem kan bevises ud fra de andre. Desuden må der ikke være modstrid i systemet”. (Lützen, side xii, 2019)

Tre af Euklids aksiomer (postulater) for geometrien (4-3 årh. f. Kr)

1. At man kan trække en linje fra et hvilken som helst punkt til et hvilken som helst andet punkt 
2. At man kan forlænge en begrænset linje i det uendeligt
3. Givet en linje m og et punkt P, som ikke ligger på m, så findes der præcis én ret linje l, der er parallel med m, og som går gennem P. (ikke som Euklid formulerede det)

Aksiomerne kræver kendskab til betydningen af ordene linje, punkt, parallel, og Euklid var derfor nødt til definerede disse begreber

Aksiomerne for de reelle tal
Aritmetikken starter med objekter kaldet de reelle tal med to regneoperationer, kaldes  og , der opfylder, at hvis a og b er reelle tal, så er  også reelle tal. De reelle tal opfylder desuden følgende regler (aksiomer)

1) Den kommutative regel


2) Den distributive regel (reglen der knytter addition sammen med multiplikation)



3) Den associative regel (man må sætte sin parentes som man vil i addition og multiplikation)



4) Der findes et tal 0 og et tal 1, hvor . De kaldes neutrale elementer med hensyn til addition og multiplikation



5) Inverst element med hensyn til addition og multiplikation



Geometrisk begrundelse for den distributive regel
Den distributive lov sammenkæder multiplikation med addition. Her fordeles (distibueres)  ind på 
[image: Et billede, der indeholder skærmbillede, diagram, linje/række, Rektangel

Indhold genereret af kunstig intelligens kan være forkert.]

Eksempler på anvendelse af den associative lov

Reglen kan gøre det nemmere at addere tal, nemmere at addere  end 



Gælder ikke, når der indgår subtraktion



Reglen kan gøre det nemmere at multiplicere tal, nemmere at multiplicere  end 



Definition 
En definition er en forklaring på betydningen af et matematisk begreb. Det er en vedtægt, og kan derfor ikke bevises. I forklaringen af et begreb indgår ofte andre begreber, der helst skal være mere indlysende end det begreb, der skal forklares.

Euklids definitioner på punkt og linje

1. Et punkt er det, der ikke kan deles.
2. En linje er en længde uden bredde.
3. Parallelle er de rette linjer, som, når de forlængelses, ikke mødes

Definitionerne benytter sig af begreberne del, længde, bredde og lige, som skal fastlægges ved nye definitioner, der igen vil indeholde nye begreber. Vi må acceptere, at det ikke er alt, der kan defineres.
Definition af subtraktion ved brug af det inverse tal med hensyn til addition
For alle reelle tal a og b, kan subtraktion defineres som



Hvor b er de additive inverse tal, der bør udtales som negativ b og ikke som minus b.

Subtraktion er en operation mellem to tal, hvorimod et negativt fortegn kendetegner et enkelt tal. Subtraktion fungerer som et verbum, og et negativt fortegn fungerer som et adjektiv. 

På en lommeregner findes to minustegn, et fortegns minus (-) og et regneminus -, på telefonens regnemaskine er der i stedet en fortegnsvender +/-, og på computeren skelnes der ikke mellem dem 

Definition af multiplikation ud fra addition
Multiplikation kan defineres som en kompakt opskrivning af addition


Ved brug af definitionen fås



Alle tal multipliceret med nul giver nul

Fortolkning af addition som parallelforskydning og multiplikation som skalering (strækning)

[image: Et billede, der indeholder skitse, linje/række
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AI-genereret indhold kan være ukorrekt.]

Et negativt tal multipliceret med et positivt tal givet er positivt tal 
Hvis din gæld (negativt tal) fordobles (ganges med 2), bliver gælden dobbelt så stor

To negative fortegn er positivt 
Ifølge aksiom 5) gælder


Indsættes et negativt tal, fås



Altså må 

Sprogligt svarer det til ”det er ikke så ringe” = ”noget positivt”

Definition af division ud fra multiplikation
For ethvert reelt tal  findes der netop ét tal x, så . Dette tal   betegnes som det reciprokke tal (reciprok kommer fra latin og betyder tilbagestrømmende).
Division af to reelle tal a og kan defineres som den entydige løsning til ligningen  Løsningen skrives som . Reciprokke tal kan opfattes som et specialtilfælde af division.

Alternativt kan man definere multiplikation ud de reciprokke tal: 

Definition af division ud fra subtraktion
Division kan opfattes som en kompakt opskrivning af subtraktion. Skal 20 kr. deles mellem 4 personer, så får hver person 5 kr., fordi 5 kr. kan subtraheres fra 20 kr. fire gange



Ud fra denne definition giver det ingen mening at dividere med 0 personer. Hvis man subtraherer 0 fra 20, kan man gøre det uendelig mange gange, uden man kommer ned på 0.

Hvorfor kan man ikke dividere med 0?

a) Forsøger vi at dividere med 0, fås at grænseværdien ikke giver et tal og at grænseværdien er afhængig af om man nærmer sig 0 fra venstre eller højre 





b) I ligningen kan vi dividere med 5 for at isolere x.
Ligningen giver ingen information om x, da der er uendelig mange tal der opfylder ligningen. (Neely, side 1-2)

Definition af potensopløftning ud fra multiplikation
Definitionen er rekursiv, da den definerer potensopløftning ud fra potensopløftning. 





hvor n og m er naturlige tal

Eksempel 1. Potensopløftning ud fra definitionen





Potensopløftning kan ses som en kompakt opskrivning af multiplikation

Opgave 1
Vis som ovenfor at 


Hvad er nul opløftet til nul?
For alle tal  gælder



så hvilken værdi har funktionen ?

Opgave 2
Tegn en graf over funktionen 

2. De naturlige-, de hele-, og de rationale tal

Eksplicit definition af de naturlige tal 
De naturlige tal er defineret ud fra Peanos aksiomer, men her nøjes vi med en definition ud fra en liste



Addition og multiplikation af naturlige tal giver et naturligt tal, men hvis man subtraherer to naturlige tal, kan man risikere at få et negativt tal, og dermed komme ud af mængden. 

Rekursiv definition af de naturlige tal 
Mængden af de naturlige tal kan defineres rekursivt på følgende måde

1) 
2) 

De naturlige tal fremkommer ved at starte med 1 og det efterfølgende tal får ved at addere tallet 1. Punktet 2) ovenfor, er en ’maskine’ der ’producerer’ de naturlige tal og  kaldes efterfølgerfunktionen (S = successor). 

Definition på de hele tal 
De hele tal (integers på engelsk) får ud fra de naturlige tal ved at medtage de negative tal



Man kan lægge hele tal sammen, trække fra og gange dem og det vil stadigt være et helt tal, men hvis man dividerer, kan man risikere at få en brøk, der ikke kan omskrives til et helt tal.

Definition på de rationale og de reelle tal 
De reelle tal betegnes med er alle tal på talaksen.

a) Et tal r er rationalt, hvis der findes hele tal t og n så .
b) Hvis der findes hele tal t og n, så , så er r et rationalt tal.

Et reelt tal der ikke er rationalt, kaldes irrationalt.  er irrationale tal, da de ikke kan skrives som brøker. Læg mærke til at et alle hele tal også er rationale, da alle hele tal kan laves om til en brøk ved at dividere med 1. Ordet rationalt stammer her fra ratio (brøk) på engelsk og ikke fra ratio (fornuft) på latin. Et rationalt tal er en brøk og ikke et fornuftigt (rationelt) tal. 

Tællelig eller ikke tællelig
En mængde er tællelig, hvis man kan lave en liste over mængdens elementer. Da naturlige tal er tællelig selvom det i praksis kræver uendelig megen tid. De hele tal er tællelig, da man kan lave følgende liste



De rationale tal er en tællelig mængde, fordi de rationale tal kan skrives på en liste efter summen af tæller og nævner (sum 1, sum 3, sum 4, sum 5 …)



De reelle tal er en ikke tællelig mængde, der er flere reelle tal mellem 0 og 1, end der er naturlige tal. 

Kardinalitet
To mængder har den samme type af uendelighed (samme kardinalitet), hvis den ene mængde kan parres med den anden. Umiddelbart vil man sige at mængden af lige naturlige tal er halvt så stor som mængden af alle naturlige tal, men de har den samme grad af uendelighed, fordi



Talsystemets opbygning
”Man kan betragte de naturlige tal, de hele tal og de rationale tal som delmængder af de reelle tal. I stedet for at starte med et aksioms system for store mængde af reelle tal, kan man successivt konstruere talmængderne ved at starte med den mindste, nemlig de naturlige tal som konstrueres ud fra mængdelæren (Peanos aksiomer). Derfra kan man successivt konstruere udvidelser til de hele tal, de rationale tal, de reelle tal og komplekse tal”. (Lützen, side 242, 2019). 

De komplekse tal kan opfattes som en 2. dimensional talmængde og kan derfor illustreres som punkter i et talplan. Hvert komplekst tal har en længde og en vinkel i forhold til x-aksen. Det gælder også de reelle tal, fordi 2 og -2 har samme længde, men 2 har vinklen og -2 har vinklen18

I de naturlige tal kan man ikke altid trække fra, så vi konstruerer de hele tal så det bliver muligt. 
I de hele tal kan vi ikke dividere, så vi konstruerer de rationale tal, så det bliver muligt. De rationale tal indeholder fx ikke tallene , , så vi konstruerer de reelle tal som indeholder tal, der ikke kan skrives som en brøk. I de reelle tal kan vi ikke løse ligningen , så vi konstruerer de komplekse tal, så det bliver muligt. 

3. Den aksiomatisk-deduktive metode

Den aksiomatisk-deduktive metode
De eneste konklusioner, der kan optages i en matematisk teori, er dem, der udledes ud fra aksiomerne, ved korrekte logiske deduktioner. Disse konklusioner kaldes sætninger, og de logiske deduktioner bag sætningerne kaldes et bevis. Den aksiomatisk-deduktive metode blev først formuleret af Aristoteles (350 f.Kr.)

Konsistens og fuldstændighed
En matematisk teori kaldes konsistent, hvis der ikke findes sætninger, der både kan bevises og modbevises. En matematisk teori kaldes fuldstændig, hvis enhver sætning enten kan bevises eller modbevises. 

Gödels sætning (fremsat af Kurt Gödel 1931)
Ethvert aksioms system kan ikke både være konsistent og fuldstændig. Hvis systemet ikke fører til paradokser, så må vi acceptere, at der findes sætninger vi hverken kan bevise eller modbevise.

Eksempler på sætninger
Vinkelsummen af en plan trekant er 1800 og Pythagoras sætning

4. Formodninger (hypoteser)

Cantors kontiniums hypotese
Der findes ikke en type af uendelighed der ligger mellem den, der gælder for de naturlige tal, og den der gælder for de reelle tal. 

Vi ved ikke om hypotesen er sand og om den nogensinde kan bevises. Man skulle tro, der er dobbelt så mange tal i intervallet fra 0 til 1, som der er i intervallet fra 0 til 2. nedenfor er nogle andre hypoteser (formodninger), som endnu ikke er bevist og som måske aldrig kan bevises.

Goldbachs formodning om lige tal. Ethvert lige tal (større end 2) kan skrives som en sum af to primtal.
Hypotesen blev fremsat af Christian Goldbach i 1742 i et brev til Leonard Euler. Der er aldrig fundet et bevis eller et modeksempel på denne påstand. Et primtal er nu defineret som et tal større end 1, der kun er deleligt med 1 og tallet selv. Tallet 1 regnes ikke længere for et primtal. Hvorfor et lige tal? Fordi de fleste primtal er ulige, og fordi to ulige tale er et lige tal. 
De 9 første primtal: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23 (2 er det eneste lige primtal)







Opgave 3
Opskriv 12 som en sum af to primtal

Goldbachs formodning om ulige tal. Ethvert ulige tal (større end 5) kan skrives som en sum af tre primtal.





Opgave 4
Opskriv 11 som en sum af tre primtal

Primtalstvillinge-formodningen. Der er uendelig mange primtalstvillinger
De første primtalstvillinger er:


 
 regnes ikke som et par af primtalstvillinger, fordi 2 er det eneste lige primtal og fordi parret kun er adskilt af af et 1-tal. Fem et eneste primtal, der tilhører to par. Alle primtalstvillinger undtaget  er af formen  hvor n er et naturligt tal

Opgave 5
Vis at ovenstående tvillinger kan opskrives på formen 

Collatz formodning (the  problem fremsat af Lothar Collatz i 1937)
Vælg et tilfældigt naturligt tal n

1. Hvis det er lige, divideres med 2, hvilket kan skrives 
2. Hvis det er ulige, multipliceres med 3 og 1 adderes, hvilket kan skrives 

Tag det nye nummer og gentag processen. Collatz formodning: Processen vil altid ende på tallet 1, uanset starttallet.

Opgave 6
Start med tallet 12 og gennemfør processen, til du ender med 1.
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