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1. Implikation
En sætning af formen ’Hvis p, så q’, hvor p og q er to udsagn, kaldes en implikation.
Hvis et tal x er større end 5, så er tallet x også større end 3.
Man kan tænke på en implikation som et løfte. Hver gang p er sand, så er q også sand.
Den eneste måde løftet kan brydes på, er hvis p er sand og q er falsk.

Eksempler 1. En implikation som et løfte
Hvis du opnår et 12-tal til eksamen, så får du en stor is.

a) Du får 12 og en stor is
b) Du får 12, men ingen is 
c) Du får ikke 12 og heller ingen is
d) Du får ikke 12, og alligevel en is.

Opgave 1
I hvilke af ovenstående tilfælde er løftet brudt?

Definition af ´mindre end´  
For alle hele tal gælder: 



Eksempel 2. En implikation, der ikke kan vendes om
Hvis x er større end 4, så er x også større end 2, men hvis x er større end 2, er det ikke sikkert at x er større ned 4. 

, fordi løsningsmængden til den venstre ulighed er en delmængde af løsningsmængden til den højre ulighed

Opgave 2
Gælder nedenstående implikationer også den modsatte vej?

a) 

b) 



4. Det direkte bevis

Hvad er et bevis?
Beviset for en sætning er den matematiske argumentation, der skal overbevise læseren om sætningens sandhed. 

Struktur af et direkte bevis
Vi skal vise implikationen: Hvis p, så q.
Antag p er sand.
Derefter deduceres konsekvenser, som fører til, at q er sand.

Da implikationen altid er sand, når p er falsk, er det nok at vise: ’Hvis p er sand, så er q også sand’.
Vi mangler bare at begrunde at p er sand for at konkludere at q er sand. Hvis p er sand og , så er q sand. Denne slutningsform kaldes Modus Ponens, og det er den vi anvender i en deduktiv argumentation. 

Sætning 1. To negative tal multipliceret med hinanden giver er positivt tal 

Bevis 




Definition på et lige tal 

a) Hvis et tal n er lige, så kan det skrives på formen , hvor  tilhører de hele tal
b) Hvis et tal n kan skrives på formen , hvor  tilhører de hele tal, så er tallet n lige. 

Tallet 10 er et lige, fordi . Læg mærke til, at 0 er et lige tal, fordi det kan divideres med 2.

Definition på et ulige tal 

a) Hvis et tal n er ulige, så kan det skrives på formen , hvor  er et helt tal
b) Hvis et tal n kan skrives på formen , hvor i er et helt tal, så er n et ulige tal. 

Tallet 7 er ulige, fordi . 

Det er en konkret definition på et ulige tal, alternativt kunne man have defineret et ulige tal, som et tal der ikke er lige.

Sætning 2. Sum af lige og ulige tal

Lad n og m være hele tal
1. Hvis både n og m er er ulige, så er n + m lige. (Summen af to ulige hele tal er lige)
2. Hvis både n og m er er lige, så er n + m lige. (Summen af to lige hele tal er lige)
3. Hvis n er ulige og m er lige, så er n + m ulige. (Summen af et lige og et ulige hele tal er ulige)

Bevis for sætning 1.1) 
Antag, at n og m begge er ulige. Så kan man finde hele tal i og j, hvor  og . Heraf følger



Da i og j er hele tal, så er også et helt tal og ifølge definitionen er n + m et lige tal. Her bruges = og ingen , fordi det alene er omformuleringer af højre side.

Opgave 3 
Bevis sætning 1.2 og 1.3

Sætning 3. Hvis n er ulige, så er n2 også ulige og hvis n er lige, så er n2 også lige

Bevis for den første del
Antag n er ulige. Ifølge definitionen kan n skrives på formen , hvor  er et helt tal. 
Heraf følger



Derfor er n2 et ulige tal ifølge definitionen på et ulige tal. Bemærk: Her bruges = og ingen , fordi det alene er omformuleringer af højre side


Opgave 4 
Opskriv et direkte bevis for den anden del, dvs. hvis n er lige, så er n2 også lige

Sætning 4. Summen af 3 på hinanden følgende naturlige tal er delelig med 3

fx 1 + 2 + 3 = 6 og 4 + 5 + 6 = 15

Bevis
Summen af de tre naturlige tal kan deles med 3, fordi




Opgave 5
a) Er summen af 4 på hinanden følgende tal delelig med 4?
b) Er summen af 5 på hinanden følgende tal delelig med 5?

Sætning 5. Pythagoras sætning og dens omvendte
Pythagoras sætning. Hvis vinkel C i trekant ABC er ret, så gælder, at 
Pythagoras omvendte sætning. Hvis der for en trekant ABC gælder, at , så er vinkel C ret.

Kan skrives i en sætning: Vinkel C i trekant ABC er ret, hvis og kun hvis , hvor der med ’hvis og kun hvis’ menes, at implikationen gælder begge veje, hvilket angives et biimplikationstegn

Sætning 6. To vektorer er parallelle hvis og kun hvis deres determinant er nul

Sætningen opskrevet med biimplikationstegn

                                                            

Hvilket er det samme som de to implikationer



Direkte bevis ved at vis begge implikationer samtidigt




Opgave 6
Argumenter for hvert linjeskift i beviset

Andre sætninger fra pensum formuleret på hvis, så form

Sætning 7. Logaritmen til et produkt er lig med summen af logaritmen til hver af faktorerne

Hvis a og b er to positive reelle tal, så gælder 

Direkte bevis 




Opgave 7
Argumenter for hvert linjeskift i beviset

Andengradsligningens løsningsformel på ’hvis, så’ form

Hvis 

Hvor mange penge får vi efter n år, hvis 1 kr. vokser med 100 % pr. år? Hvis n = 4 fås



Nedenfor vise det hvordan man kan bestemme en formel for summen

Sætning 5. Sumformlen for en række af tal, hvor det næste led fås ved at multiplicere med 2



Direkte bevis







Opgave 8
Argumenter for hvert linjeskift i beviset


Sætning 6. Sumformlen for en række, hvor det næste led fås ved at multiplicere med a



Direkte bevis










Opgave 9
Argumenter for hvert linjeskift i beviset

3. Indirekte bevis via kontraposition

Struktur af et bevis via kontraposition
Vi skal vise implikationen: Hvis p, så q.
Antag q er falsk.
Derefter deduceres konsekvenser, som fører til, at p er falsk

’Hvis p er sand, så er q også sand´, er logisk ækvivalent med ’hvis q er falsk, så er p også falsk

Eksempel på en implikation og dens kontraposition
· ’Hvis det regner, så er gaderne våde’.
· ’Hvis gaderne ikke er våde, så har det ikke regnet’.

men den omvendte implikation gælder ikke: ’Hvis gaderne er våde, så har det regnet’, fordi gaderne kan være våde af en anden årsag

Sætning 7. Hvis n2 er ulige, så er n ulige.

Bevises via kontraposition (vist i sætning 2), da det er svært at bevise direkte. Contrapositive er kontraposition på engelsk
Se beviset for: Hvis n2 er lige, så er n lige i videoen, Proof by Contrapositive by Trevor Bazett (University of Victoria) https://www.youtube.com/watch?v=0YqZIHFmVzg


Kontraposition som en børnesang
Min hat den har tre buler, 
tre buler har min hat,
og har den ej tre buler,
så er det ej min hat.
hvilket ses tydeligere via omskrivningen
· Hvis det er min hat, så har den tre buler
· Hvis den ikke har tre buler, så er det ikke min hat.

Opgave 10
Sætningen: ’Hvis er lige, så er n ulige’, kan ikke bevises direkte fra venstre mod højre, men den kan bevises fra højre mod venstre via kontraposition.
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Nedenfor et mere formelt bevis kontraposition
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(Beltoft&Thomsen, side 117-118, 2009)

Hvis du vil vide mere og har 7 min., så kan du se denne video fra Numberphile: Is zero even? James Grime, https://www.youtube.com/watch?v=8t1TC-5OLdM&t=1s

Definitioner med biimplikation
Hvis , så kan kvadratroden defineres som



Kvadratroden kan også defineres ved



Hvis , så kan logaritmefunktionen defineres som



Sætning 4. Hvis n er et naturligt tal, så er n2 + n et lige tal.

Opgave 6. Bevis ved at dele op i tilfælde.
Beviset for sætning 5 deles op til to tilfælde.
· Antag n er et lige tal og vis n2 + n et lige tal
· Antag n er et ulige tal og vis n2 + n et lige tal.


Logaritmefunktionen kan også defineres 
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Den matematiske formalisering af dette princip kaldes kontraponering. Defini-
tionen (C.5) af implikation kan omskrives pa fglgende méde:

(P = Q) <= ~(PA-Q)
< =(-QAP)
< =(=Q A =(=P))
<~ (-Q = -P)




