Bevis via modstrid og induktion

1. Bevis via modstrid 
2. Bevis via induktion
1. Indirekte bevis via modstrid

Struktur af et bevis for en påstand via modstrid
· Vi skal vise, at påstanden p er sand
· Antag at p er falsk
· Herefter udledes konsekvenser, som fører til en modstrid (noget, der ikke er sandt)
· Konklusion er, at antagelsen er forkert, og dermed er det vist, at p er sand.

Eksempler på modstrid
a) En modstrid kan fremkomme, når vi i beviset komme frem til en absurd påstand, som fx at et naturligt tal er både lige og ulige.
b) En modstrid kan også opnås, når vi i beviset kommer frem til en påstand, der ikke passer med (er i modstrid med) en af antagelserne bag beviset. Hvis beviset starter med en brøk, der ikke kan forkortes mere, og vi så kommer frem til at brøken kan forkortes.

Begrundelse via egenskab ved implikation
Hvis en påstand P enten er sand eller falsk, dvs. enten P eller ikke P, så gælder:

   og  

Det er den grønne, der bruges i et bevis via modstrid. Vi beviser, at påstanden er sand, ved at vise, den ikke kan være falsk (Sundström, T). 

Begrundelse for modstridsbevis via kontraposition



Beltoft&Thomsen, side 218, 2009)

Er mængden af naturlige tal endelig eller uendelig?
Hvis vi vil vise, at mængden af naturlige tal er uendelig, så benytter vi, at der er to muligheder, enten er mængden endelige, eller også er mængden uendelig. Hvis vi kan vise den ikke er endelig, så må den være uendelig. 

Opgave 1
Bevis via en modstrid, at der findes uendelig mange naturlige tal.
Antag, at der er endelig mange naturlige tal og at n er det største tal.

Opgave 2
Bevis via en modstrid, at der ikke findes en mindste positiv brøk.

Opgave 3
Bevis via en modstrid, at en trekant ikke kan have to rette vinkler.

Struktur af et bevis for en implikation via modstrid
Vi skal vise, at implikationen ’ hvis p, så q’ er sand
· Antag at implikationen er falsk, dvs. at p er sand og q er falsk
· Herefter udledes konsekvenser, der fører til en modstrid fx at p er både sand og falsk
· Heraf følger, at antagelsen er forkert og dermed at implikationen er sand.
Begrundelse. ’Hvis p, så q’ er kun falsk, når ’p er sand og q er falsk’.

Eksempel på negering af en implikation
’Hvis du opnår et 12-tal til eksamen, så får du en stor is’, er kun falsk, hvis  
’Du får et 12-tal til eksamen og ingen is’.

Opgave 4 
Nedenfor er et modstridsbevis for sætningen ”Hvis n2 er lige, så er n lige” 
Skriv beviset op på dansk, hvor der redegøres for hvert linjeskift
[image: Et billede, der indeholder tekst, Font/skrifttype, skærmbillede, algebra

AI-genereret indhold kan være ukorrekt.]
https://cgm.cs.mcgill.ca/~godfried/teaching/dm-reading-assignments/Contradiction-Proofs.pdf

Kontraposition vs. modstrid
I kontraposition er målet klart, du skal bevise negation af en påstand. I et modstridsbevis er det i starten ikke klart, hvad modstriden går ud på.
Enhver sætning, der kan bevises via kontraposition, kan også bevises via en modstrid, men det omvendte gælder ikke. Kvadratrod 2 er irrationalt, kan kun bevises via en modstrid, og ikke via kontraposition. 

Brøktilnærmelser til de irrationale tal 
 , e og  kan ikke skrives som en brøk, men man kan finde nogle brøker, der er tæt på, fx 









Sætning 1. Kvadratrod 2 er irrational

Bevis
[image: Et billede, der indeholder tekst, skærmbillede, Font/skrifttype, dokument
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brøken  er ikke i den mest forkortede form, fordi den kan forkortes til



Det er et specialtilfælde af den generelle sætning: Kvadratroden af elle tal undtaget kvadrattallene, er irrationale.

Opgave 5. Opskriv nedenstående modstridsbevis udførligt på dansk.
I beviset forudsættes sætningen: Hvis kvadratet på et tal er lige, så er tallet selv lige, skal bevises via kontraposition eller via modstrid. 

Sætning 2. 10-tals logaritmen af 3 er irrationale tal
Bevis via modstrid
Antag at  kan skrives som et rationalt tal . 











Det er et specialtilfælde af den mere generelle sætning: 10-tals logaritmen til alle andre tal end potenser af 10 er irrationale tal

Opgave 6
Argumenter for hvert linjeskift.

Hvis alle implikationer erstattes med biimplikationer, så er kan vi konkludere:
Den øverste er linje falsk, fordi den nederste er falsk

Eksempel 1. Kan man stemmer et klaver med rene kvinter og oktaver?

Den rene kvint er en frekvensforøgelse på 50 % og en oktav er en fordobling af frekvensen

2 rene kvinter , hvilket er lidt over 1 oktav

3 rene kvinter , hvilket er langt under to oktaver

4 rene kvinter , hvilket er langt over to oktaver

12 rene kvinter er meget tæt på 7 oktaver, fordi 

12 rene kvinter   og 7 oktaver 

men findes der nogle positive hele tal m og n, hvor ?

Sætning 3. Et helt antal rene kvinter og et helt antal oktaver kan ikke stemmes til at give det samme interval

Bevis via modstrid
Lad os antage, at der findes to hele positive tal m og n, så m rene kvinter og n oktaver giver samme interval. Hvis antagelsen er rigtigt, så er et ulige tal lig med et lige tal. Derfor må antagelsen være forkert




Opgave 7
a) Beregn  og argumenter for, at et lige tal opløftet i en hel potens også er lige 
b) Beregn  og argumenter for, at et ulige tal opløftet i en hel potens også er ulige 



2. Bevis via induktion

Eksempel 2. Potensdifferentiationsreglen

Potensdifferentiationsreglen (Power Rule) kan vi bevise gælder for , men spørgsmålet er, om den gælder for alle naturlige tal n 



  ,   …..

For at vise det, anvender vi et induktionsbevis, 

Sætning 4. Differentiation af en potensfunktion (the Power Rule)

Hvis  

Bevisskitse

Vi kan ved brug af tretrinsreglen, vise at 

Hvis 



Vi har via tretrinsreglen, også vise at 





Vi kan nu vise, at formlen også gælder for  ved at benytte differentiation af et produkt



Antag formlen gælder for tallet n, dvs. 

Vi skal vise den gælder for tallet 



Da det næste naturlige tal findes ved at lægge 1 til, så har vi vist det gælder for alle naturlige tal.


Opgave 7
a) Vis at formlen også gælder for 
b) Skriv forklarende tekst til hvert lighedstegn i beviset ovenfor

Struktur af et induktionsbevis
Lad  være et åbent udsagn, hvor den fri variabel tilhører mængden af de naturlige tal. 
Hvis  har følgende to egenskaber:

1. Induktionsstart:  er sand.
2. Induktionstrin: For alle naturlige tal n gælder: Hvis  er sand, så er  sand. 

så gælder for alle naturlige tal. Antagelsen om at er sand, kaldes induktionshypotesen. Induktionstrinnet bevises som et direkte bevis, og dermed benyttes deduktion.

Begrundelse 
a) Induktionsstarten sikrer, at   er sand 
b) Da er sand, så er  også sand, ved brug af induktionstrinnet 
c) Da er  er sand, så er er  også sand, ved brug af induktionstrinnet. 

Da det næste naturlige tal findes ved at lægge 1 til, følger at  er sand for alle naturlige tal n.

Eksempel 3. Sum af potenser af 2







Her er det ikke oplagt hvordan man finder frem til en sumformel. Man kan måske gætte sig frem til formlen



Men hvordan ved man så, at formlen gælder for alle naturlige tal n. Man kan vise den fx gælder for  



Hvis vi kan vise den også gælder , ved at benytte den gælder for , er vi på vej til et bevis



Nedenfor bevises den mere generelle formel for en sum af potenser af a

Sætning 5. Sumformlen for potenser af 2
I beviset for opsparingsannuitetsformlen optræder formlen for summen af en kvotientrække


Induktionsbevis

Formlen gælder for , fordi



Antag formlen gælder op til tallet  Vi vil vise den også gælder for tallet . Vi skal altså vise



Hvilket vises nedenfor




Opgave 8
Skriv forklarende tekst til hvert lighedstegn i beviset
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Påstanden om, at kvadratroden af 2 er et irrationalt tal, kan også formuleres som en implikation:



Negationen af implikationen
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Krav til den ligesvævende stemning: 
a) Oktaven skal være ren.
b) Der skal være tolv halvtoner på en oktav. 
c) Frekvensen skal vokse med den samme procent for hver halvtone.

En sætning, tre beviser
[image: ]
Kilde https://www.ime.usp.br/~toscano/disc/calculo/SydsaeterHammondMathematicsforEconomicAnalysis.pdf

Begrundelse for modstridsbevis via kontraposition
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A logical basis for the contradiction method of proof is the tautology

['X—>Cl—X, (3.3.1)

X @ X X C (X—>C) —X
T F F T T
F F T F T

using a proof by contradiction, we assume that "X is true and show that this leads to a contradiction.
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Proof.

Suppose V2 is rational. Then integers a and b exist so that v/2 = a/b.
Without loss of generality we can assume that a and b have no factors in
common (i.e., the fraction is in simplest form). Multiplying both sides by
b and squaring, we have

2p? = &
so we see that a is even. This means that a is even (how would you prove
this?) so a = 2m for some m € Z. Then

202 = a% = (2m)? = 4m?

which, after dividing by 2, gives b> = 2m? so b? is even. This means
b = 2n for some n € Z.
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We've seen that if v/2 = a/b then both a and b must be even and so are
both multiples of 2.

This contradicts the fact that we know a and b can be chosen to have no
common factors. Thus, /2 must not be rational, so v/2 is irrational.  [J
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- The Proof

Euclid's proof starts with the assumption that V2 is equal to a rational number p/q.

Assume: V2 = p/q
Square both sides: 2 = p2/q?
Rewrite it as: 2q2 = p2
p2 must be even (since it is 2 multiplied by some number).
| Since p? is even, then p is also even (square root of a perfect square is even).

Since p is even, it can be written as 2m where m is some other whole number
(because an even number can be written as 2 multiplied by a whole number).
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Substituting p=2m in the above equation:

Start with: 2qz = ;:v2
Substitute p=2m: 2q2 = (Zm)2
Simplify: 2q2 = 4m2

Divide both sides by 2: q2 =2m2

q2 is an even number (since it is written as 2 multiplied by some number).

So q is an even number.
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Since q is even, it can be written as 2n where n is some other whole number.
Now we have p = 2m and q = 2n and remember we assumed that V2 = p/q:
Assume: V2 = p/q
Substitute p=2m and q=2n: V2 = 2m/2n

Simplify: V2 = m/n

We now have a fraction m/n that is simpler than p/q.

But now we can repeat the whole process again using m/n and simplify it to
something else (say g/h).

We can then do that again ... and again ... and again ... !

But a rational number cannot be simplified forever. There must eventually be a
simplest rational number, but in our case there is not: we have a contradiction!
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Note: The method used is known as Infinite Descent because it uses the fact
that there is no infinite sequence of decreasing positive integers, and is a special
case of Proof by Contradiction.

\/
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Sec. 1.6 / Mathematicai Proof ~ 27

Example 1.10
Use three different methods to prove that

-’45 —-4>0= x>0

Solution

(a) Direct proof: Suppose —x* +5x —4 > 0. Adding x> + 4 to each side
of the inequality gives Sx > x> +4. Because x>+ 4 > 4, for all x, we
have Sx > 4, and so x > 4/5. In particular, x > 0.

(b) Indirect proof: Suppose x < 0. Then 5x <0 and so —x> 4 5x — 4, as
a sum of three nonpositive terms, is < 0.

(¢) Proof by contradiction: Suppose that the statement is not true. Then
there has to exist an x such that —x2 + 5x —4 > 0 and x < 0. But if
x <0, then —x? 4+ S5x —4 < —x?> — 4 < —4, and we have arrived at a
contradiction.
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I et indirekte bevis forsgger man at bevise et udsagn U ved at bevise implika-
tionen ~U = K, hvor K er et udsagn som vides at veere falsk. Det folger sa ved
kontraponering at =K = U, si da =K er sand, fplger det at U ogsa er sand. Ud-
sagnet K er typisk en abenlys absurditet som fx P A =P, hvor P er et eller andet
udsagn. At udsagnet P A =P altid er falsk, kaldes modsigelsesprincippet og gar
tilbage til Aristoteles, men som fglgende citat viser har det nydt udbredt popularitet:

Enhver som benegter loven om ikke-modsigelse skal teeves og brendes indtil han
anerkender at det at blive teevet ikke er det samme som ikke at blive teevet, og
det at blive breendt ikke er det samme som ikke at blive breendt.

— Abu Ali Sina Balkhi (~980-1037), persisk filosof
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Proposition Suppose a € Z. If a2 is even, then a is even.

2

Proof. For the sake of contradiction suppose a“ is even and a is not even.

Then o? is even, and a is odd.

Since a is odd, there is an integer ¢ for which @ =2¢ +1.

Then a? = 2c+1)? =4c? +4c +1=2(2¢? +2¢) + 1, so a? is odd.

Thus a? is even and a? is not even, a contradiction. (And since we have
arrived at a contradiction, our original supposition that a? is even and a
is odd could not be true.) [ ]
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Proposition The number /2 is irrational.

Proof. Suppose for the sake of contradiction that it is not true that v2 is
irrational. Then v/2 is rational, so there are integers a and b for which

v2=2 (6.1)
b
Let this fraction be fully reduced. In particular, this means a and b are
not both even, for if they were, the fraction could be further reduced by
factoring 2’s from the numerator and denominator and canceling. Squaring
both sides of Equation 6.1 gives 2= b2 , and therefore

a?=2b2. (6.2)

From this it follows that a? is even. But we proved at the beginning of this
chapter that a? being even implies a is even. Thus, as we know that @ and
b are not both even, it follows that b is odd. Now, since a is even there
is an integer ¢ for which a = 2¢. Plugging this value for a into Equation 6.2,
we get (2¢)? = 2b2, so 4c2 =2b2, and hence b2 = 2¢2. This means b? is even,
so b is even also. But previously we deduced that b is odd. Thus we have
the contradiction b is even and b is odd. ]




