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Figur 2.1: Visualisering af differentiallig-
ningen y/ = ay.

"Husk at produktreglen siger at
g =f-g+fg-

2.1 Eksponentiel vakst

1 dette afsnit ses pa differentialligningen
y =ay.

Denne ligning udtrykker at vaeksthastigheden af en given storrelse y er pro-
portional med storrelsen selv. Det vil altsa sige at hvis y f.eks. bliver dobbelt
sa stor, vokser den ogsa dobbelt sa hurtigt. Denne type differentialligning
kan bruges til at beskrive en masse feenomener, f.eks. populationsvaekst og
radioaktivt henfald.[3, 4]

En made at visualisere dette pa kan ses pa figur 2.1. Her er y afsat ud ad
forsteaksen og )’ ud ad andenaksen. Som det fremgar af figuren, bliver
veeksthastigheden y’ storre og sterre jo sterre y bliver.

Det viser sig at denne differentialligning har en simpel losning der fremgar
af denne seetning:

Satning 2.2

Differentialligningen
¥ =ay

hvor a er en konstant, har den fuldsteendige losning
y=ce™

hvor c er en vilkérlig konstant.

Bevis
Forst omskrives ligningen til

y-ay=0 =
Y +(-a)y=0. (22)

Man ganger nu ligningen (2.2) med e~** pa begge sider hvorved man far

(Y +(a)y)-e™=0-e =
Y e ™ +y.(-ae™)=0.
Ved at anvende produktreglen pa venstre side af denne ligning,' fir man sa
(y-e™) =0.
Ud fra dette kan man konkludere at y - e™* er konstant, dvs.
y-e¥=c o y=ce™

hvor c er en konstant. u
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1 beviset ovenfor ganges ligningen (2.2) med e™* pa begge sider for at
kunne omskrive den ved hjelp af produktreglen. Ideen er at gange med en
funktion, saledes at venstresiden af (2.2) kan omskrives vha. produktreglen.
Ganger man en vilkérlig funktion g(x) pa venstresiden, far man

' +(a)y)-gx) =y - g(x) + y- (-a)g(x) -

Dette svarer til differentiationen af et produkt hvis blot man kan valge g(x)
sédan at g’(x) = —a - g(x). Det viser sig at funktionen g(x) = e™® opfylder
dette krav.
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Figur 2.2: Vaeksthastigheden som funktion
af y for differentialligningen / - b- ay.

2Man udnytter at

e”e

14 Losningsformler

2.2 Forskudt eksponentiel vaekst

1 dette afsnit ses pa differentialligninger af typen
Y=b-ay

hvor a og b er konstanter. P4 figur 2.2 ses hvordan vaeksthastigheden
afheenger af storrelsen pa y. Som det ses pa figuren, er veeksthastigheden
aftagende, og den bliver faktisk negativ nar y > %.

Det viser sig at losningerne til denne ligning er forskudte eksponentielle
funktioner, dvs. eksponentielle funktioner der er parallelforskudt langs
andenaksen.

Satning 2.6
Differentialligningen
Y=b-ay
hvor a og b er konstanter, har den fuldstzendige lesning
b -ax
ab-tice

hvor c er en vilkérlig konstant.

Bevis

Idéen i dette bevis er den samme som i beviset for setning 2.2. Man forseger
at finde en funktion som man kan gange ligningen med sadan at man kan
omskrive vha. produktreglen.

Ligningen omskrives derfor pé folgende made:
Y=b-ay <
y +ay=">b

Nu viser det sig at hvis man ganger med e® pa begge sider, kan venstresiden
omskrives vha. produktreglen:

+ay)-e™=b-e™
Y,
Y -e*+y-ae™ =b-e™

(e = e

=
=

Nu kan man tage det ubestemte integral pa begge sider; herved fas
1
e = p. —e™
y-e & e

hvor c er en integrationskonstant. Nu ganger man med e”* pa begge sider

og far®

y-e™ e’"f(ge’"+c) e o
y:k+ce”",
a

og setningen er saledes bevist. []




