Lineære funktioner i to variable
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1. Lineære funktioner i én variabel og linjens ligning

En lineær funktion i én variabel er en (ikke lodret) ret linje, der har forskriften



der går gennem punktet , eller forskriften på hældning-punkt-form



der går gennem punktet . Det er denne form, der anvendes i tangentligningen.

Opgave 1
a) Vis, at 
b) Vis, at  (64) ved at indsætte punktet ) i forskriften 
c) Indsæt formlen for b i forskriften  og vis det fører til forskriften
 

Sætning 1. Linjens ligning i planen
Linjen med normalvektoren  gennem punktet har ligningen (formel 67)



Bevis
Alle punkter  på linjen opfylder





Linjens ligning i planen omskrevet til en lineær funktion
Hvis , repræsenterer linjens ligning en lodret linje. Hvis , kan vi dividere linjens ligning 
med b og derefter kan y kan isoleres, så linjens ligning kan omskrives til en lineær funktion 



Opgave 2
Vis hvordan den lineære funktion fremkommer ud fra linjens ligning

Opgave 3
a) En linje går gennem punktet (-2,2) og har normalvektoren . Bestem linjens ligning. 
b) Vis, at  er forskriften for den lineære funktion, hvis graf svarer til linjen ovenfor.


2. Lineære funktioner i to variable

Definition 1. En lineær funktion i to variable gennem punktet 
En lineær funktion i to variable er givet ved forskriften



Hvor  er hældningstallet i x-retningen og  er hældningstallet i y-retningen og punktet  er skæringen med z-aksen. En lineær funktion i 2 variable udgør en (ikke lodret) plan i rummet.

Opgave 4
Tegn graferne for nedenstående funktioner i GeoGebra 3D og beskriv hvordan planerne ser ud



3. Snitkurver og niveaukurver

Definition 3. Snitkurve og snitfunktion
En snitkurve er betegnelsen for den graf der fremkommer, når en funktion af to variable  skæres af en lodret plan. Det kan være en lodret plan i x-retningen (xz-planen), en lodret plan i y-retningens retning (yz-planen) eller en lodret plan i en vilkårlig retning i xy-planen. Forskriften for den funktion, der er tilknytte snitkurven kaldes snitfunktionen, beskrevet i formel (192)

Eksempel 1
En lineær funktion i to variable er givet ved forskriften



Funktionen er en snitfunktion i x-retningen (xz-planen hvor y = 0) og  er en snitfunktion y-retningen (yz-planen hvor x = 0)

Opgave 5
Betragt den lineære funktion



Bestem snitfunktionen i x-retningen (xz-planen) og i y-retningen (yz-planen). Se video om snitkurver i GeogeBra: https://www.youtube.com/watch?v=UZkfq9-Iu1s

Definition 1. Niveaukurver
Niveaukurve (Level curve). Projektionen i xy-plan af den kurve, der fremkommer, når en funktion  skæres af en vandret plan med højden . Niveaukurven er givet ved ligningen , formel (193).

Opgave 6
Betragt den lineære funktion 

a) Vis, at ligningen giver niveaukurven 
b) Vis, at ligningen giver niveaukurven 
c) Vis, at ligningen giver niveaukurven 

Tegn de tre niveaukurver. Læg mærke til, at niveaukurverne ligger mere tæt i x-retningen end i y-retningen. Det er fordi grafen er mere stejl i x-retningen end i y-retningen. Se video om niveaukurver i GeoGebra: https://www.youtube.com/watch?v=PNn0pHl-ZzM

4. Forskrift bestemt ud fra en niveaukurve

Eksempel 2. Hvordan bestemmes en forskrift for en lineær funktion ud fra niveaukurver?
[image: Et billede, der indeholder diagram

Automatisk genereret beskrivelse]

Af figuren ses, at den lineære funktion har forskriften , fordi:
a) Starter vi i punktet  i xy-planen, og går 2 til højre langs x-aksen bliver højdetilvæksten 2 og hældningen i x-retningen er derfor 
b) Starter vi i punktet  i xy-planen, og går 2 til ud langs y-aksen bliver højdetilvæksten 6 og hældningen i y-retningen er derfor 


Eksempel 3. Hvordan bestemmes en hældning i en vilkårlig retning ud fra niveaukurver?
Af figuren ses også, at starter vi i punktet og går man 1 til højre langs x-aksen og 3 ud langs y-aksen, så er højdetilvæksten  , hvilket giver hældningen 



Vektoren  er vinkelret på niveaukurverne der ligger i retningen . Det gælder altid:
Grafen er mindst stejl langs en niveaukurve og mest stejl vinkelret på niveakurven. 

5. Hældningen i x- og y-retningen

Sætning 2. Hældningen i x- og y-retningen af en lineær funktion i to variable
Betragt en lineær funktion i to variable er givet ved forskriften



For fastholdt y gælder 


For fastholdt x gælder 

Bevis
Ved at indsætte to punkter ) og ) i forskriften , fås





Ved at trække de to ligninger fra hinanden, fås





Når y er fastholdt, så er  og  kan bestemmes og når x er fastholdt, så er  og  kan bestemmes


Definition 2. En lineær funktion i to variable gennem punktet 
En lineær funktion i to variable kan også være givet ved forskriften på hældning-punkt-form



Hvor  er hældningstallet i x-retningen og  er hældningstallet i y-retningen. Denne lineære funktion i 2 variable udgør en (ikke lodret) plan i rummet, der går gennem punktet . Det er en udgave af formel (196) uden differentialregning

Opgave 7
Betragt den lineære funktion



Hvilket punkt går grafen gennem?

6. Hældning i en vilkårlig retning 

Sætning 3. Formel for hældning i en vilkårlig retning af en lineær funktion i to variable
Hældningen i en vilkårlig retning a er givet ved formlen


Bevis
Startes i punktet  og går man stykket  ud ad x-aksen, så vokser højden med
, og går man derefter stykket  ud ad y-aksen, så vokser højde yderligere med . Dermed er man nået frem til højden z givet ved 



Højdeforskellen fra  kan udtrykkes som



Den totale højdetilvækst = højdetilvæksten i x-retningen + højdetilvæksten i y-retningen






Eksempel 4. Hældning i en vilkårlig retning
Betragt den lineære funktion



Højdetilvæksten ud fra punktet P (1,1,3) kan skrives som



Hvis vi ud fra punktet P går 3 ud langs x-aksen og 4 ud langs y-aksen, bliver højdetilvæksten



Hældningen af den rette linje, der forbinder de to punkter er, højdetilvæksten divideret med den vandrette afstand mellem punkterne


Opgave 8
Betragt den lineære funktion og udgangspunktet P (1,1,3)



Vis, at hældningen er 4,5, hvis vi ud fra punktet P, går 2 ud langs x-aksen og 4 ud langs y-aksen.

Definition 5. Gradienten af en lineær funktion i to variable
Gradienten til en lineær funktion er defineret som vektoren bestående af de to hældningstal. Den betegnes som , hvor symbolet  er Napla, der er det græske ord for harpe eller lyre. Det udtales del selvom det er et omvendt delta. 



Det er en udgave af formel (195) uden differentialregning

Definition 6. Enhedsvektor
En enhedsvektor er defineret ved



Eksempel 5
En enhedsvektor langs vektoren  fås ved at dividere med 



Sætning 4. Hældning i en vilkårlig retning udtrykt via gradienten og en enhedsvektor
Hældningen a i en vilkårlig retning kan udtrykkes som skalarprodukt mellem gradienten og en enhedsvektor i den pågældende retning



Bevis
Hældningen i en vilkårlig retning kan omskrives 











Eksempel 6. Hældning i en vilkårlig retning
Betragt den lineære funktion



Hældningen i retning givet ved enhedsvektoren  er givet ved 



Hældningen i retning givet ved enhedsvektoren  er givet ved 



Læg mærke til, at enhedsvektoren  er parallel med linjens normalvektor 

Eksempel 7. Gradienten er vinkelret på en niveaukurve
Betragt den lineære funktion



Niveaukurven hørende til  er givet ved ligningen



Gradienten er normalvektor til linjens ligning og gradienten er derfor vinkelret på niveaukurven. 



Sætning 5. Niveaukurver til en lineær funktion i to variable er altid vinkelret på gradienten
Sætningen vises, ved at benytte, at normalvektoren er vinkelret på linjens ligning

Bevis
Betragt den lineære funktion



En niveaukurve til en lineær funktion fremkommer ved at sætte . Niveaukurvens ligning bliver derfor





hvilket er linjens ligning for en niveaukurve gennem punktet . Da normalvektoren til linjens ligning er lig gradienten, følger sætningen




7. Hældningen er størst i gradientens retning 

Sætning 6. Hældningen er størst i gradientens retning
Sætningen vises, ved at omskrive hældningen i en vilkårlig retning til et skalarprodukt mellem gradienten og en enhedsvektor. 

Bevis
Hældningen i en vilkårlig retning kan skrives 





hvor v er vinklen mellem gradienten og enhedsvektoren  . Af formlen ovenfor ses:
Skalarproduktet er størst, når vinklen hvilket svarer til, at vektorerne har samme retning. 

Hældningen er derfor størst i retningen af gradienten   og hældningens størrelse er lig gradientens længde , da længden af enhedsvektoren . 

8. Planens ligning i rummet

Sætning 7. Planens ligning i rummet

Planen med normalvektoren gennem punktet har ligningen 


Bevis
Alle punkter i planen opfylder


[image: Et billede, der indeholder computer, bærbar, design

Automatisk genereret beskrivelse]

Alle planer, der ikke er lodrette (, kan vi dividere med c og z kan isoleres, så planens ligning kan omskrives til en lineær funktion i 2 variable, hvor 



Hvilket er formlen for tangentplanen uden de partielt afledede

Opgave 9
Vis hvordan den lineære funktion fremkommer ud fra planens ligning
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