Hvorfor er gradienten vinkelret på niveaukurverne, og hvorfor er grafen mest stejl i gradientens retning?

Trefor Bazett teaching professor at University of Victoria, Geometric Meaning of the Gradient Vector https://www.youtube.com/watch?v=QQPz3eXXgQI&t=393s

Sætning 1. Skalarproduktet mellem en vektor  og en enhedsvektor er størst, når enhedsvektoren peger i retning af , og den største værdi er 

Bevis
Skalarproduktet mellem en vektor  og en enhedsvektor  er giver ved



Hvor  er vinklen mellem  og . Skalarproduktet er størst, når vinklen , dvs. når de to vektorer er ensrettede. Den største værdi af skalarproduktet er 



Eksempel 1. Skalarprodukt mellem en vektor og en enhedsvektor





Hvor 



Tre egenskaber ved gradienten
1. Gradienten angiver i den retning i x-y planen, hvor grafen vokser mest (største positive hældning)
2. Tangentens hældning i gradientens retning er længden af gradienten
3. Gradienten er altid vinkelret på niveaukurverne.

Funktionen er voksende, når man går ud langs gradientens retning, og den er aftagende, når man går i den modsatte retning af gradienten

Gradienten angives som , hvor symbolet  kaldes nabla, der er det græske ord for en jødisk harpe. Underligt nok udtales  som del i matematiske sammenhænge

På vej mod en alpetop. Sammenhæng mellem niveaukurver og gradienter 
Er man på vej op mod bjergtoppen, så angiver gradienten den stejleste retning mod toppen, og den modsatte retning af gradienten angiver den stejleste retning ned ad bjerget. I retning vinkelret på gradienten, er der ingen højdeændring (niveaukurve). Gradientens længde angiver, hvor stejl ruten er, i det pågældende punkt.

Naturgeografi. Sammenhæng mellem niveaukurver og gradienter 
· Trykgradienter angiver den retning, hvor trykket vokser eller aftager mest
· Temperaturgradienter angiver den retning, hvor temperaturen vokser eller aftager mest

Definition 2. Den retningsafledede
Skalarproduktet af gradienten og en enhedsvektor, kaldes den retningsaflede i enhedsvektorens retning. Den retningsafledede er et tal, der angiver, hvor stejl grafen er i den givne retning. De partielt afledede er er den retningsafledede i x-aksen og y-aksens retning. Enhedsvektoren langs x-retningen noteres som  og enhedsvektoren langs y-retningen, noteres som 
 




Den retningsafledede i en vilkårlig retning



Eksempel 2. I en hvilken retning er den retningsaflede størst?
Betragt funktionen



a) Gradienten gennem punktet (1,1,2) er givet ved



Går man i retningen  er funktionen voksende, og går man i retningen , er funktionen aftagende

b) Tangenthældningen i x-retningen er lig med 



c) Tangenthældningen i gradientens retning fås som skalarproduktet af gradienten og en enhedsvektor i gradientens retning



             Går du 1 til højre i gradientens retning vokser z-koordinaten (højden) med 2,83, hvilket er 
             identisk med længden af gradienten



Sætning 2. Tangentens hældning i gradientens retning, er længden af gradienten
Bevis




Den største værdi af gradienten er lig længden af gradienten, fordi enhedsvektoren har længden 1 og fordi  i gradientens retning. Hældningen af grafen i gradientens retning er givet ved gradientens længde. 


Sætning 3. Gradienten er vinkelret på niveaukurverne

Bevis
Skalarproduktet af gradienten og en enhedsvektor, kaldes den retningsaflede i enhedsvektorens retning. Den retningsafledede angiver, hvor stejl grafen er i den givne retning. Tangenten langs en niveaukurve har hældningen 0, og derfor er en retningsafledede = 0 langs niveaukurven. 
Går man langs en niveaukurve, bevæger man sig i en retning, hvor højden ikke ændrer sig. Går man i gradientens retning, bevæger man sig i den retning, hvor højdeændringen er maksimal. Niveaukurver ligger i retningen uden højdeændring, og gradienten ligger i retningen med størst højdeændring.  



Eksempel 3. Gradienten er vinkelret på niveaukurven
Betragt paraboloiden givet ved forskriften



Gradienten gennem punktet (2,0,4) er givet ved



Niveaukurven med  er en cirkel med radius 2 der befinder sig i xy-planen



En enhedsvektor langs tangenten til niveaukurven i punktet (2,0) er givet ved 



og den er vinkelret på gradienten.
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