Max-min-saddel-sætningen af andengradspolynomier med blandede led

Stationære punkter
Vi betragter i det følgende 2.gradspolynomier, der kan skrives på formen



hvor  De stationære punkter fremkommer ved at løse ligningssystemet





Enten er der ét stationært punkt ( eller også er alle de stationære punkter placeret langs linjen , og grafen er en parabolsk cylinder, hvor  . 

Opgave 1
Vis, at     

Sætning 1. Max og min af funktioner af én variabel






Bevisskitse





Opgave 2
Vis, at funktionen  er et eksempel på det sidste tilfælde

Sætning 2. Max og min af funktioner af to variable
Lad punktet  være et stationært punkt for , dvs. 








Opgave 3
Vis, at funktionen  er et eksempel på det sidste tilfælde

Bevis for sætning 2
Vi vil nu bestemme arten af det stationære punkt i , hvor grafen rører xy-planen. Hvis grafen udenfor dette punkt kun har positive z-værdier, er det minimum, og hvis der kun er negative z-værdier et maksimum, og hvis der både er positive og negative z-værdier, så er det et saddelpunkt. Vi betragter et punkt i xy-planen hvor så er enten Hvis , kan 2.gradspolynomiet skrives 



Hvis  fås en tilsvarende opskrivning. Da , er det andengradspolynomiet i parentesen, der afgør hvordan  ligger i forhold til xy-planen. Andengradspolynomiet kan skrives



hvor diskriminanten 

Hvis . Grafen betegnes som en elliptisk paraboloide, der kan have en form som en skål
a)  , ligger polynomiet  kun positive værdier,  ligger over x-y planen, og punkter ( er et minimum.
b)  , ligger polynomiet  kun negative værdier,  ligger under x-y planen, og punkter ( er et maksimum

 har samme fortegn, enten er begge positive eller begge negative, fordi:

 

Hvis  Grafen betegnes som en hyperbolsk paraboloide, der har form som en saddel
a) Polynomiet i parentesen har både positive og negative værdier, dvs.  ligger både over og under xy-planen, og punkter ( er et saddelpunkt. 

Hvis Grafen betegnes som en parabolsk cylinder, der her form som en langstrakt dal. 

Da diskriminanten kan udtrykkes via de dobbelte afledede (se opgave 1)




Arten af det stationære punkt ud fra krumningsmatricen (Hesse-matrix)
Det gør det måske lidt nemmere at huske betingelsen for arten af det stationære punkt, hvis de dobbelt-partielt-afledede funktioner stilles op i en matrix (Hesse-matrix). 



Og arten af det stationære punkt er bestemt af Hesse-matricens determinant



Opgave 3
a) Beregn diskriminanterne, arten af det stationære punkt og tegn graferne for funktionerne







b) Vis grafisk, at  er en parabolsk cylinder langs . 
c) Vis grafisk, at  har et saddelpunkt i skærer xy-planen langs linjerne nedenfor. 




Den geometrisk fortolkning ovenfor er taget fra University of Portland
http://faculty.up.edu/wootton/VectorCalclusWorksheets/14-7SecondOrderPartialDerivatives/section-3.html

Videos 
Trefor Bazett, teaching professor at University of Victoria
Multi-variable Optimization & the Second Derivative Test, 13.3 min.
https://www.youtube.com/watch?v=_Ffcr98c7EE&t=641s

Dokumenter
MIT, Open Courses 2006, second derivative test
https://math.mit.edu/~jorloff/suppnotes/suppnotes02/sd.pdf

Jacobsen C.T. 2003, Funktioner af to variable, et undervisningsforløb under projektet naturvidenskab i verdensklasse
https://science-gym.dk/oldweb/matnat/uv-mat/cas/funk2var.pdf

Fortolkning af de dobbelt afledede funktioner ud fra niveaukurver

Mark Schlatter, second partial derivative from level maps, Centenary College.
https://www.youtube.com/watch?v=oKt91pJptB8

Miaohua Jiang, estimating partial derivatives using level curves.
https://www.youtube.com/watch?v=3HMczdA7w9M
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