2. Andengradspolynomier i to variable
Forklar om andengradspolynomier på standardform og på toppunktsform (vertexform)
Forklar om arten af det stationære punkt for simple andengradspolynomier af formen 

 

Redegør for arten af det stationære punkt for andengradspolynomier af formen

  

Stationært punkt
Vi betragter i det følgende 2.gradspolynomier, der kan skrives på formen

hvor  De stationære punkter fremkommer ved at løse ligningssystemet


Enten er der ét stationært punkt ( eller også er alle de stationære punkter placeret langs linjen , og grafen er en parabolsk rende, hvor  .  kaldes polynomiernes diskriminant, og det er den der karakteriserer andengradspolymomierne, og afgør arten af det stationære punkt. 
Opgave 1
Vis, at     

Opgave 2
Vis, at diskriminannten også kan udtrykkes via de partielt afledede 

Opgave 3
Betragt polynomiet . 
a) Vis, at snitfunktionen med den lodrette plan , er en vandret linje
b) Vis, at diskriminanten er nul og at polynomiet rører xy-planen i linjen . 
c) Vis, at snitfunktioner med den lodrette plan , er en parabel
Igennem ethvert punkt på polynomiet er der netop én vandret linje

Opgave 4
Betragt polynomiet . 
a) Vis, at diskriminanten er positiv og at polynomiet rører xy-planen i linjerne  og 
b) Vis, at snitfunktionen med planen , er en ret linje
c) Vis, at snitfunktionen med planen , er en ret linje
d) Vis, at snitfunktionen med den lodrette plan , er en sur parabel
e) Vis, at snitfunktionen med den lodrette plan , er en glad parabel
Igennem ethvert punkt på polynomiet er der netop to rette linjer

Opgave 5
Betragt polynomiet . 
a) Vis, at diskriminanten er negativ og at polynomiet kun rører xy-planen i punktet 
b) Vis, at snitfunktioner med den lodrette plan , er en sur parabel
c) Vis, at snitfunktioner med den lodrette plan , er en glad parabel
Polynomiet indeholder ingen rette linjer

Snitfunktioner generelt

Vi vil bestemme snitfunktionerne langs de rette linjer i xy-planen, der går gennem (0,0). De fås ved at indsætte funktionen  i forskriften for f

Opgave 6
Vis det det fører til forskriften


Hvis , så er snitfunktionen et andengradspolynomium i alle retninger i xy-planen, og polynomiet er opad krumt (glad), hvis  og nedad krum (sur), hvis . Polynomiet har et minimum i punktet , hvis  og et maksimum, hvis . Koefficienterne  har samme fortegn, enten er begge positive eller begge negative, fordi:
 
Hvis , så er der to A-værdier (to retninger) hvor andengradskoefficienten er lig med nul og udenfor disse retninger, kan andengradskoefficienten både have positive og negative værdier, så der findes retninger (A-værdier) hvor andengradspolynomiet er opad krumt, og retninger hvor det er nedad krumt. Punktet  er et saddelpunkt. Retningerne hvor andengradspolynomiets koefficient er nul er givet ved 

I disse retninger er snitfunktionerne rette linjer, fordi 
Hvis , så er retningerne givet ved hældningen af den lineære funktion  i xy-planen

Hvis , så er der én A-værdi (retning i xy-planen, hvor andengradskoefficienten  og dermed følger at

alle snitfunktioner er vandrette linjer med retningen . I dette tilfælde er der hverken minimum, maksimum eller saddel. Funktionen er en parabolsk rende, der her form som en langstrakt dal. 
Hvis , så er retningerne givet ved hældningen af den lineære funktion  i xy-planen

Sætning 2. Max og min af funktioner af to variable
Lad punktet  være et stationært punkt for , dvs. 




Alternativt bevis for sætning 2
Vi vil nu bestemme arten af det stationære punkt i , hvor grafen rører xy-planen. Hvis grafen udenfor dette punkt kun har positive z-værdier, er det minimum, og hvis der kun er negative z-værdier et maksimum, og hvis der både er positive og negative z-værdier, så er det et saddelpunkt. Vi betragter et punkt i xy-planen hvor så er enten Hvis , kan 2.gradspolynomiet skrives 

Hvis  fås en tilsvarende opskrivning. Da , er det andengradspolynomiet i parentesen, der afgør hvordan  ligger i forhold til xy-planen. Andengradspolynomiet kan skrives

hvor diskriminanten 
Hvis . Grafen betegnes som en elliptisk paraboloide, der kan have en form som en skål
a)  , ligger polynomiet  kun positive værdier,  ligger over x-y planen, og punkter ( er et minimum.
b)  , ligger polynomiet  kun negative værdier,  ligger under x-y planen, og punkter ( er et maksimum

Hvis  Grafen betegnes som en hyperbolsk paraboloide, der har form som en saddel
a) Polynomiet i parentesen har både positive og negative værdier, dvs.  ligger både over og under xy-planen, og punkter ( er et saddelpunkt. 

Hvis Grafen betegnes som en parabolsk rende, der her form som en langstrakt dal. 
Da diskriminanten kan udtrykkes via de dobbelte afledede 


Grøn, m.fl. Hvad er matematik 3, kap 5 funktioner i to variable, projekt 5.5, Andengradspolynomier i to variable, L&R
https://lru.praxis.dk/Lru/microsites/hvadermatematik/hem3download/kap5_Projekt_5_5_Andengradspolynomier_i_to_variable.pdf
Nedenfor et uddrag af teksten hvor det tydeligt ses, at i et Pringle-Polynomium er der to rette linjer gennem ethvert punkt
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Saetning 2: Strukturszetningen for andengradspolynomier i to variable

Til ethvert andengradspolynomium f(x,y)=a-x*+b-x-y+c-y’+d-x+e-y+f , hvor (a,b,c) #(0,0,0) er

tilknyttet en diskriminant D=b” —4-a-c . Fortegnet for diskriminanten afggr, hvilken type paraboloide, der

er tale om.
D<0
Ikke-retlinjet flade
z

Elliptisk paraboloide.

Alle lodrette snit er parabler, der
vender samme vej. Hvis de ven-
der opad er paraboloiden glad
(opad hul, konveks) — Hvis de
vender nedad er paraboloiden
sur (nedad hul, konkav). | begge
tilfeelde har parablen et top-
punkt. Den elliptiske paraboloide
indeholder ingen rette linjer.

D=0

Enkelt retlinjet flade
z

P
X
Parabolsk cylinder.
Gennem hvert punkt pa fladen
gar der netop én ret linje, fladens
frembringer. Alle frembringerne
er parallelle. Hvis de er vandrette
er den parabolske cylinderflade
vandret — tilsvarende for skra og
lodrette. Alle lodrette snit bortset
fra frembringerne er parabler,
der vender samme vej.

D>0
Dobbeltretlinjet flade

Hyperbolsk paraboloide.

Gennem hvert punkt pa fladen
gar der netop to rette linjer, fla-
dens frembringere. Der findes
netop et punkt pa fladen, hvor
begge frembringere er vandrette
— saddelpunktet. Alle lodrette snit
bortset fra frembringerne er pa-
rabler, men de kan pege bade
opad og nedad.





