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Annuitetsopsparing
Der findes mange mader at spare op pa. Vi vil her se pa den sakaldte annuitetsop-

sparing. Emnet kan bruges som en del af det supplerende stof, og det kan anvendes
som oplaeg til projekt- eller emneforlgb.

Indhold

Udviklingen termin for termin
Brug af formlen

Eksempel 1: A ukendt
Eksempel 2: b ukendt
Eksempel 3: r ukendt
Eksempel 4: n ukendt

Husk

Opgaver

Kendetegn

En annuitetsopsparing er kendetegnet ved at man hver termin (f.eks. hver maned)
indbetaler et fast belgb. Hver termin tilskrives rente, og renten er konstant.

Det viser sig at man kan opstille en formel der knytter den samlede opsparing, den

faste indbetaling, renten og antal indbetalinger sammen. Dette materiale drejer sig
om anvendelse af annuitetsformlen. Pa linket her kan du laese et bevis for formlen.

Vi bruger fglgende betegnelser:

A saldoen opgjort netop nar den sidste indbetaling foretages

b det faste belgb der indsaettes hver termin

r rentefoden pr. termin, dvs. renten skrevet som decimalbrgk (f.eks. 3% =
0,03)

n antallet af indbetalinger

Med disse betegnelser gaelder fglgende formel for en annuitetsopsparing:

gop A" -1
-

| formlen kan man med b,r og n beregne A. Hvis man istedet isolerer b i formlen fas:

%
d+r"-1

Man skal huske at A er starrelsen pa opsparingen (saldoen) opgjort lige nar den sid-
ste indbetaling er foretaget. Sidste indbetaling nar altsa ikke at tilskrives renter.
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Vi vil nedenfor se pa hvordan formlen for annuitetsopsparingen virker i forskellige
opgavetyper. Men inden da illustrerer vi med et eksempel hvordan opsparingen ud-
vikler sig termin for termin.

Udviklingen termin for termin

Vi kan forestille os at vi hvert ar indseetter 1000 kr pa en konto hvor renten er 7% p.a.
(pr. ar). Ar for &r vil opsparingen udvikle sig som falger:

Saldo i
Indbetaling kr.
1000
2070
3215
4440
5751
7153
8654
10260
11978
13816
15784
17888

N2 DO©OONO OGN WN

| tabellen ser vi at saldoen f.eks. efter den 2. indbetaling er 2070. Hvis vi lader A, be-
tegne saldoen umiddelbart efter den n’te indbetaling, kan vi forklare tabellen pa fgl-
gende made:

Efter 1. indbetaling:

Pr. definition er A; = 1000, da saldoen jo opgeres umiddelbart efter 1. indbetaling pa
1000 kr.

Efter 2. indbetaling:

Nar der er gaet en termin har A faet tilskrevet renter og 2. betaling foretages. Man
laegger 7% til et belgb ved at gange det med 1,07:

A4, =4,-1,07+1000=1000-1,07 +1000 = 2070

Efter 3. indbetaling:

Nar der er gaet et ar mere har A, faet tilskrevet renter og 3. betaling foretages.

A, = 4, -1,07+1000 = 2070-1,07 +1000 = 3215

Sadan kan man fortsaette med at beregne saldoen pa kontoen efter hver termin.
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a+r" -1
r
| eksemplet ovenfor fandt vi frem til at saldoen efter 3. indbetaling var 3215. Saldoen

Brug af formlen A=5-

kunne ogsa beregnes vha. formlen 4= b-w.
#
Viharb =1000,r=7% ogn = 3:
A\ 3 _
,4:5.&;10()0.%:3215
r ,

Hvis man er interesseret i saldoens udvikling termin for termin kan man vha. et reg-
neark lave en tabel som ovenfor. Hvis man derimod blot er interesseret i saldoen ef-
ter et bestemt antal indbetalingen er formlen for annuitetsopsparingen

gop AN -1

/4

bekvem.

| formlen indgar 4 starrelser. Vi gennemgar nedenfor de fire situationer hvor vi ken-
A+r)" -1
-

der tre af stgrrelserne og skal beregne den fjerde vha. formlen 4=5-

Eksempel 1: A ukendt
Vi indsaetter hver maned 910 kr og vi far en manedlig rente pa 2%. Hvor mange pen-
ge har vi efter den 17. indbetaling?
Vi indsaetter de kendte stagrrelser i formlen:
A 17 _
d+r)" -1 ~910. (1+0,02)"" -1
r o
Vi har indsat 910 kr. 17 gange, sa alt i alt har vi indsat: 17-910 =15470
Da vi ender med en saldo pa 18211 kr., har vi faet 1821115470 = 2741 kr i rente.

A=b- =18211

Eksempel 2: b ukendt

Vi gnsker at spare 1.000.000 kr op ved indbetaling af et fast belgb pr. maned. Vi far
1% i manedlig rente. Vi agter at gere det i 7 ar, altsa foretage 84 indbetalinger. Hvor
meget skal vi da indbetale pr. maned?

ian iananfsime =5 917 —Lg b:A-(l—gT—l. Med A = 1.000.000, r = 1%
r +r)" -

og n = 84 fas:

A—" —1000000.— 20
(+r)" -1 A+0,00% -1

=7652,73
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Med en manedlig indbetaling pa 7653 kr (afrundet) vil vi i alt na at indbetale
84-7652,73 = 642.829 . Da har vi faet tilskrevet renter pa i alt:

1000000 — 642829 =357.171 kr.

Eksempel 3: r ukendt

Hvad er den arlige rente pa en annuitetsopsparing hvis vi hvert ar indsaetter 3000 kr.,
og vi umiddelbart efter den 20. indbetaling har 83.000 kr?

Det viser sig at man ikke kan isolere stgrrelsen r i formlen 4=5 Aery —1
r

.Man er

ngdt til at prave sig frem med forskellige renter:

| formlen A=5 Ay -1 udregnes hgjresiden ved forskellige arlige renter:
5
Arlig rente _ Saldo i kr.
2,00% 72.892
2,25% 74.735
2,50% 76.634
2,75% 78.592
3,00% 80.611
3,25% 82.693
3,560% 84.839
3,75% 87.052
4,00% 89.334

Vi gnsker at f& en saldo pa 83.000 kr., og vi kan se at den arlige rente ma ligge mel-
lem 3,25% og 3,5%

Vi udregner eksempelvis for r = 3,25%:
(1+0,0325)* -1
0,0325

A=3000- =82.693

Vi kan derneest forsgge med 3,26%, 3,27% osv.
Ved pa denne made at efterprgve far man preecist r = 3,286%.

Eksempel 4: n ukendt

En familie ansker at spare 2.000.000 kr. op. De kan betale 15.000 kr. pr. maned, og
banken tilbyder en fast manedlig rente pa 0,7%. Hvor mange maneder vil de vaere
om at na det anskede mal?

Der er to metoder til at finde resultatet:
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e Man kan prave sig frem som i eksempel 3 hvor renten er ukendt. Man prgver
sig frem med forskellige vaerdier af n for at ramme en saldo pa 2 mio. kr.

e Man kan isolere n i annuitetsopsparingsformlen. For at forsta det skal man ha-
ve laest om logaritmer s. 60 og om "eksponentielle ligninger” s. 152 i bogen.

Hvis man af annuitetsformlen udregner n, far man:
A-r
log(——+1
oBy Y

log(1+7)
Med A = 2.000.000 kr., b = 15.000 kr. og r = 0,7%:

2000000-0,007
+1)

= 15000 =95 (afrundet)
log(1+7) log(1+0,007)

log(% +1)  log(

Det tager altsa familien ca. 95 maneder eller naesten 8 ar. Familien indbetaler i alt:
95-15000 =1425000 . Dermed far den i alt i rente: 2000000 —1425000 = 575000 kr.

Husk

Der er flere ting der volder problemer ved annuitetsopsparinger:

e Rentefoden skal passe til terminen. Hvis man indbetaler pr. maned, skal ren-
ten vaere manedlig rente; hvis man indbetaler pr. kvartal, skal rente veere kvar-
talsvis rente osv..

Omregning f.eks. mellem manedlige og arlige renter kan du laese om i bogen
s. 50.

b. d+r"-1

5
regneren huske pa regnehierarkierne f.eks. ved at seette parentes om teelleren
i brgken. Du kan repetere regnehierarkierne ved at laese i bogen s. 29.

e Nar du bruger formlen 4 = , skal du ved indtastning pa lomme-

Opgaver

Opgave 1
Lad A =1200kr., r=2% og n = 8.
e Benyt annuitetsopsparingsformlen til at bestemme b

Svar: 139,81 kr.

Opgave 2

Lad A = 3000 kr., b =300 kr. og n = 8.
e Benyt annuitetsopsparingsformlen til at bestemme r (2 decimaler)

Svar: 6,29%
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Opgave 3
Lad b=1273 kr.,,r=11,11% o0gn=7.
e Benyt annuitetsopsparingsformlen til at bestemme A

Svar: 12 496,31 kr.

Opgave 4

Lad A=6170kr.,r=4% og b =193 kr..
e Benyt annuitetsopsparingsformlen til at bestemme n

Svar: 21

Opgave 5

Lad A =56 218 kr., b =900 kr. og n = 32.
e Benyt annuitetsopsparingsformlen til at bestemme r (2 decimaler)

Svar: 3,98%

Opgave 6

Lad A=1 154 520 kr., r=5,3% og b = 80 000 kr.
e Benyt annuitetsopsparingsformlen til at bestemme n

Svar: 11

Opgave 7
Lad A =140 000 kr., r = 3,52% og n = 19.
e Benyt annuitetsopsparingsformlen til at bestemme b

Svar: 5301,36 kr.

Opgave 8
P& en annuitetsopsparingskonto er det faste manedlige belgb 1620 kr., og den ma-
nedlige rente er 1%.

e Hvad er saldoen efter den 9. indbetaling?

Svar: 15177,01kr.

Opgave 9
En familie kan hver méaned saette 8000 kr i banken. De tilbydes en konto med en ma-
nedlig rente pa 0,75%.
e Hvor mange maneder skal familien indsaette penge for at saldoen overstiger
250 000 kr.?



MatemalOk C-niveau, Frydenlund Side 7 af ¥

Svar: 29

Opgave 10
En familie @nsker at spare op til udbetalingen pa et hus, der koster 4 000 000 kr. Ud-
betalingen er pa 10% af husprisen. De kan fa 0,4% i manedlig rente pa en konto i
GoldenDreams Banken
e Hvor stor skal den manedlige indbetaling veere hvis familien gnsker at have til
udbetalingen efter 48 indbetalinger?

Svar: 7575,52 kr

Opgave 11
Line har hvert kvartal indbetalt 4070 kr pa en konto i banken. Efter 26. kvartalsvise
indbetalinger er det blevet til 160 000 kr.
e Hvad har den kvartalsvise rente veeret (2 decimaler)?
e Huvilken arlig rente svarer en sadan (afrundet) kvartalsvis rente til (afrundes til
2 decimaler)?

Svar: 3,14%, 13,16%

Opgave 12

Betragt en annuitetsopsparing hvor den faste manedlige indbetaling er 8000 kr og
den manedlige rente er 1,3%. Bestem saldoen efter 2., 3. og 4. indbetaling og de
samlede tilskrevne renter efter 2., 3. og 4. indbetaling.

Svar:

Indbetaling Rente Saldo Samlede renter
1 0,00 8000,00 0,00
2 104,00 16104,00 104,00
3 209,35 24313,35 313,35
4 316,07 32629,43 629,43

Opgave 13

P& en konto indbetaler George et arligt fast belgb pa 21 000 kr. Renten er 11% p.a.
e Hvor mange penge har George umiddelbart efter den 4. indbetaling?
e Lav et stolpediagram der illustrerer saldoen og de samlede tilskrevne renter
efter henholdsvis 1., 2., 3. og 4. termin

Svar: 98 904,35 kr.
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Georges opsparing
120000,00 @ Saldo
100000,00 m Samlede renter
80000,00
kr 60000,00 ;'— ‘
40000,00 ] | ; |
‘ E'd A
20000,00 | | ‘.
| B | ‘ ‘ :
0,00 ﬂ p——
1 2 3 4
Indbetaling
Opgave 14

Lav samme opgave som ovenfor — blot hvor renten er det halve, altsa 5,5% p.a.

Svar: 91 187,59 kr.

Georges opsparing

100000,00 o Saldo —
80000,00 1@ Samlede renter . =
60000,00 B |

kr ‘

40000,00 =) .
20000,00 -—I— b | .
oo+ A = =

1 2 3 4

Indbetaling
Opgave 15

P& en annuitetsopsparingskonto indbetaler en mand 1200 kr. om maneden til en ma-
nedlig rente pa 2,3%.

e Hvad star der pa kontoen umiddelbart efter den 15. indbetaling?

e Hvor meget har han i alt faet i rente?
Manden holder op med at ryge og kan nu manedligt betale 2400 kr.

e Besvar nu de samme spgrgsmal som ovenstaende.

e Hvad er der sket?

Svar: 21207,80 kr.; 3207,80 kr.; 42415,60 kr.; 6415,62 kr.. Bade saldo og rentebelg-
bet fordobles.
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Opgave 16

P& en annuitetsopsparingskonto i Kebenhavn indbetaler en mand 1835 kr om aret il
en arlig rente pa 7,3%.

e Hvad star der pa kontoen umiddelbart efter den 28. indbetaling?

e Hvor meget har han i alt faet i rente?
Manden bliver kontaktet af Vestjysk Spare- og Spinkekasse, der tiloyder en annui-
tetsopsparingskonto med en arlig rente der er det dobbelte af renten pa kontoen i
Kgbenhavn

e Besvar nu de samme spgrgsmal som ovenstaende.

e Betyder en fordobling af renten en fordobling af opsparingen og af den samle-

de rentetilskrivning?

Svar: 155 624 kr.; 104 244 kr.; 558 190 kr.; 506 810 kr. Nej, en fordobling af renten
betyder her mere end en tredobling af opsparingen og neesten en femdobling af ren-
tebelgbet.

Opgave 17
En kvinde opretter en annuitetsopsparingskonto med en kvartalsvis indbetaling pa 16
000 kr. Der tilskrives en kvartalsvis rente pa 3%.
e Hvad star der pa kontoen umiddelbart efter den 20. indbetaling?
e Hvor meget har hun i alt faet i rente?
Kvinden overvejer at fortseette indbetalingerne til og med den 40. indbetaling.
e Hvad star der pa kontoen umiddelbart efter den 40. indbetaling?
e Betyder en fordobling af antallet af indbetalinger en fordobling af opsparingen
og af den samlede rentetilskrivning?

Svar: 429 926 kr., 109 926 kr., 1 206 420 kr.; 566 420 kr. Nej, der sker her ca. en
tredobling af opsparingen og ca. en femdobling af den samlede rentetilskrivning.

Opgave 18
Tanja beslutter at indbetale 3500 kr hver maned pa en konto, hvor hun far 0,9% i ren-
te pr. maned.

e Hvor meget vil der star pa kontoen umiddelbart efter den 13. indbetaling?
Det viser sig at Tanja far nogle uforudsete udgifter, sa hun kun nar at foretage 10
indbetalinger. Hun lader dernaesst pengene sta i 3 maneder til den aftalte rente.

e Hvor meget star da pa kontoen?

e Hvor meget mister Tanja i renteindtaegt ved at afholde sig fra at indbetale de

sidste 3 gange?

Svar: 48 039,94 kr.; 37445,15 kr.; 94,78 kr.
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Opgave 19

y ()" 1
L

| gennemgangen af annuitetsopsparingen blev det naevnt at formlen 4 =

kan omformes til b= A4- . Vis hvordan.

__r
(A 4ar)=1

Opgave 20
a+r)" -1
7

| gennemgangen af annuitetsopsparingen blev det naevnt at formlen 4=5-

log(ﬂ +1)

kan omformes til n=——->——. Lees farst i bogen om eksponentielle ligninger s.
log(1+7)

152, og vis dernaest hvordan omformningen kan gares.

Opgave 21

For en given annuitetsopsparing kan vi kalde saldoen efter den k-te indbetaling for Ag
og tilsvarende kan vi kalde saldoen efter den foregaende indbetaling for Ax.1. Opstil
en formel der udtrykker Ax ved Ay.1, r og b.
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Lantyper

| bogens del 2 kan du leese om "Procent og rente” (s. 41-66). Vi vil i materialet her ga
lidt videre til mere komplicerede renteberegninger ved forskellige lantyper. Stoffet er
et muligt supplement til kernestoffet, og du skal derfor hgre din laerer, om det er no-
get klassen skal gennemga. Endvidere kan materialet anvendes til projekt- og emne-
arbejde.

Materialet vil med fordel kunne indga i et tveerfagligt samarbejde med samfundsfag.

En stor del af forbruget i det danske samfund finansieres ved hjeelp af Ian. Mange af
os laner penge nar vi skal kabe starre forbrugsgoder, sadsom biler. Lan er imidlertid
ogsa en afggrende del af det danske boligmarked. Materialet her er en introduktion til
tre fundamentale lantyper.

Indhold

Materiale om lantyper
Opgaver

Introduktion om lantyper
Der findes et hav af forskellige lantyper nar man laner til et tv, en bil, en lejlighed eller
et hus. Vi vil her se pa tre typer lan:

e Serielan

e Staende lan

e Annuitetslan

De er alle sammen lan hvor renten ligger fast i hele lanets Igbetid (dvs. tilbagebeta-
lingsperiode). Ser man pa lanemarkedet i dag findes ogsa variabelt forrentede lan -
altsa 1an hvor renten kan aendres i lanets lgbetid. Den type lan er imidlertid noget
sveerere at regne pa, sa dette spasndende emne behandler vi ikke her.

Begreber

Vi ser pa serielan, stdende lan og annuitetslan ét efter ét. Men ferst lidt om den ge-
nerelle sprogbrug i forbindelse med lan:

Nar man laner penge, taler man om:

lanets hovedstol: dvs. lanets starrelse

lanets termin: tiden mellem to rentetilskrivninger (eller mellem to ydelser,
se nedenfor)

lgbetid: den aftalte tid der gar med at tilbagebetale lanet

ydelse: den samlede betaling pr. termin

rente: den del af ydelsen der gar til betaling af renterne der tilskri-

ves hver termin
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afdrag: den del af ydelsen der gar til nedbringelse af gaelden.

Kort kan man sige:
ydelse = rente + afdrag

Lad os se pa et eksempel pa sprogbrug:

Hr. Skovsmose laner 10 000 kr. i banken (hovedstol = 10 000). Der tilskrives 2% i
rente hvert &r, og han indbetaler et belgb hvert ar for at tilbagebetale lanet (der er
arlige terminer). Han betaler en fast ydelse pa 600 kr. om aret, hvor 200 kr det farste
ar gar til betaling af rente, mens resten gar til til afdrag pa geelden (afdrag 1. ar: 400
k)

Hvad er rente?

Vaer opmaerksom pa at "rente” undertiden bruges lidt tvetydigt. "Renten” kan dels
betegne et belgb og dels en procentsats. Hvis renten er 5% pr. ar pa et lan med en
hovedstol pa 100 000 kr., siger man undertiden ogsa blot at renterne pa lanet bela-
ber sig til 5 000 kr. Det giver sjeeldent anledning til misforstaelser, men man skal ggre
sig klart om man taler om en procentsats eller et belgb.

Vi vil ikke her omtale 1&n hvor rentetilskrivning og ydelse falder pa forskellige tids-
punkter.

Serielan

Et serielan afdrages med et fast belgb pr. termin. Nar restgaelden falder, vil rentebe-
talingen pr. termin ogsa falde sa den samlede ydelse falder med tiden fordi ydelsen
er rentebetaling plus afdrag.

Eksempel

Lad os se pa et eksempel pa et serieldn hvor hovedstolen er 10 000 kr., det faste
afdrag er 2000 kr., terminen et ar og den arlige rente 6%:

Termin | Afdrag Renteikr. Ydelse Restgzld
1 2000 600 2600 8000

2 2000 480 2480 6000

3 2000 360 2360 4000

4 2000 240 2240 2000

5 2000 120 2120 0
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| oversigten for serielanet ser man reckken af ydelser: ydelsesraekken. Det kaldes
ogsa mere generelt en betalingsreekke.

Efter ét ar er der lgbet 10 000-0,06 = 600 kr. pa i renter. Det faste afdrag er aftalt il
2000 kr., sa ydelsen kan beregnes til:

ydelse = rente + afdrag = 600 +2000 = 2600

Efter 1. termin er restgaelden altsa 8000 kr. idet vi betalte de palgbne renter samt et
afdrag pa 2000 kr.. Bemeerk at vi betalte 2600 kr., men gaelden nedbragtes kun med
2000 kr., da 600 kr. gik til renter. De 600 kr. er prisen for at have lant pengene i et ar.

Neeste termin er der lgbet restgeeld - 0,06 = 8000- 0,06 = 480 (kr.) pa i rente. Afdraget er
stadig 2000 kr., sa ydelsen bliver nu:

ydelse = rente + afdrag = 480 +2000 = 2480

Ydelsen er altsa blevet mindre. Restgeelden efter 2. termin bliver 8000 minus det fa-
ste afdrag pa 2000 kr., altsa 6000 kr.. Efter 5 terminer er geelden tilbagebetalt.

Ydelserne kan illustreres saledes:

Ydelser pa et serielan

3000
N 2000 0O Renter
~ 1000 m Afdrag
0 v T : :
1 2 3 4 5

Terminer

Staende lan

Pa et staende lan afdrager man ikke pa gaelden undervejs. Ydelsen udggres kun
af rentebetalingen. | den sidste termin afdrages lanet helt.
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Eksempel

Lad os se pa et eksempel pa et stdende lan hvor hovedstolen er 50 000 kr., Igbeti-
den (tilbagebetalingstiden) er 8 ar, terminen et ar og den arlige rente 7%.

Termin | Afdrag Renteikr. Ydelse Restgald

1 0 3500 3500 50000
2 0 3500 3500 50000
3 0 3500 3500 50000
4 0 3500 3500 50000
5 0 3500 3500 50000
6 0 3500 3500 50000
7 0 3500 3500 50000
8 50 000 3500 53 500 0

Vi ser at der hvert ar betales de palgbne renter pa 3500 kr.. Der afdrages ikke under-
vejs pa lanet, sa den samlede ydelse er:

ydelse = rente + afdrag = 3500+ 0 = 3500
Efter 8 ar afdrages hele lanet pa 50 000, sa ydelsen er her:

ydelse = rente + afdrag = 3500 + 50000 = 53500

Da man ikke afdrager undervejs, er restgaelden undervejs 50 000 kr. da man udeluk-
kende undervejs betaler de Igbende renter.

Ydelserne kan illustreres saledes:

Ydelser pa et staende lan

60000

40000 0O Renter
20000 | Afdrag

kr

L T e e I
1 2 3 4 5 6 7 8

Terminer

Annuitetslan

For et annuitetslan geelder det at ydelsen er konstant. Der findes mere materiale om
annuitetslan her: link
Vi husker at:

ydelse = rente + afdrag
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Derfor vil rentedelen af ydelsen i begyndelsen pa et annuitetslan veere relativ stor,
men efterhanden som restgeelden bliver mindre vil rentedelen minskes og afdragsde-
len af ydelsen gges.

Eksempel

Lad os se pa et annuitetslan hvor hovedstolen er 40 000 kr., den faste ydelse er
6788 kr., terminen et ar og den arlige rente 5%.

Termin | Afdrag Renteikr. Ydelse Restgaeld

1 4988 1800 6788 35012
2 5212 1576 6788 29 800
3 5447 1341 6788 24 353
4 5692 1096 6788 18 660
5 5948 840 6788 12712
6 6216 572 6788 6 496
7 6496 292 6788 0

Efter et ar kan rentebetalingen beregnes som:

Hovedstol * rentesats = 40000-0,05 =1800

Da ydelsen er aftalt til 6788 kr., kan afdraget blive pa:
afdrag = ydelse — rente = 6788 —1800 = 4988
Den nye restgeeld bliver saledes:
Geeld — afdrag = 40000 — 4988 =35012

Samme struktur gentager sig: den nye rentebetaling beregnes som gammel restgeeld
gange 5%:
restgeeld * rentesats =35012-0,05 =1576

Resultatet traskkes fra den faste ydelse for at fa afdraget:
afdrag = ydelse — rente = 6788 —1576 = 5212

Dette afdrag traekkes fra den gamle restgeeld, og man har den nye restgeeld:
gammel restgeeld — afdrag =35012 -5212 =29800

Af oversigten over annuitetslanets betalingsreskke kan vi se at lanet er tilbagebetalt
efter 7 ar.

| et annuitetslan er ydelsen som nzevnt konstant. Nar restgaelden bliver mindre, bliver
rentebetalingen mindre og dermed bliver afdragsdelen af ydelsen efterhanden stgrre.



MatemalOk C-niveau, Frydenlund Sidet6 af 1

Ydelserne kan illustreres saledes:

Ydelser pa annuitetslan

8000
6000
£ 4000
2000

O Renter
| Afdrag

Terminer

Sammenfattende om serielan, staende lan og annuitetslan

Vi kan sammenfatte de vigtigste treek for serielan, stdende lan og annuitetslan pa
falgende made:

e Serielan: afdraget er fast. Deraf fglger at ydelsen falder med tiden.

e Stdende lan: Der er intet afdrag undervejs, men kun rentebetaling. Lanet til-
bagebetales ved udlgb.

e Annuitetslan: ydelsen er fast. Deraf fglger at med tiden gges afdraget, mens
rentebetalingen falder.

For alle I&n skal man huske sammenhangen:

ydelse = rente + afdrag

Hvorfor er der forskellige typer lan?
Vi har nasvnt serielan, stdende lan og annuitetslan, og der findes mange andre typer
l&n. Men hvorfor er der forskellige typer 1an? Det er kompliceret at svare pa. Vi kan
se sagen fra to sider:

o fra lantagerens side (den der laner penge)

e fra langivers side (den der udlaner penge)

Lantager har maske brug for en saerlig made at betale pengene tilbage pa: Nogle
foretreekker maske et stdende 1an da de ved at de selv far en portion penge ved la-
nets udlgb (ingen afdrag undervejs). Andre gnsker maske ved at optage et annuitets-
lan at fa en fast ydelse pa huslanet og opsparing undervejs sa husholdningsbudget-
tet ligger fast, og der spares op i huset.
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Langiver kan ogsa vaere interesseret i at udbyde seerlige typer lan — maske fordi lan-
giverne selv har indteegter der kan matche et szerligt udlan (det langiver far ind, mat-
cher det han kan lane ud).

Alt dette kompliceres af skattelovgivningen, der under visse omstaendigheder giver
muligheder for at trackke renterne fra (reducere skatten).

Ser vi pa serielanet i eksemplet overfor, kan man se at rentebetalingerne bliver min-
dre med tiden:

Termin | Afdrag Rente  Ydelse Restgeeld
2000 600 2600 8000
2000 480 2480 6000
2000 360 2360 4000
2000 240 2240 2000
2000 120 2120 0

A OON =

Hvis renterne kan "treekkes fra” i skat, kan man altsa treeskke mest fra i starten og
dermed betale mindst skat i starten (hvor man maske lige har faet job og ikke tjener
sa meget).

Endelig ma det naevnes at lovgivningen saetter en del rammer for hvilke typer lan der
f.eks. ma anvendes ved huskab.
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Opgaver

Der findes ud over nedenstaende opgaver en maengde opgaver saerligt om annui-
tetslan: link

Opgave 1

Fru Svendsen optager et serielan pa 1 500 000 kr med arlige afdrag pa 50 000 kr.
Hun kan ikke lige huske rentesatsen pa lanet.
e Hvor lang er Igbetiden pa lanet?

Svar: 30 ar

Opgave 2
Familien Jensen overvejer at optage enten et seksarigt serielan eller et seksarigt an-
nuitetslan. De har lidt flere penge til radighed i begyndelsen af seksarsperioden.

e Hvilken lantype bgr de veelge (se bort fra skattespargsmal)?

Svar: Det bgr indga i overvejelsen at pa serielan er ydelsen faldende over tid, mens
den for annuitetslan er konstant.

Opgave 3
Et 4,5% serieldn med arlige terminer og hovedstolen 13000 kr afvikles med arlige
betalinger pa 1000 kr.

e Hvor lang er Igbetiden?

Svar: 13 ar.

Opgave 4
P4 et serielan afdrages hovedstolen pa 36 000 kr med 6 afdrag (arlige). Renten er
9% p.a.
e Opstil ydelsesraekken for lanet (dvs. beregn termin for termin fgrst rentebeta-
lingen og dernaest ydelsen)

Svar:
Ar Ydelse
1 9240
2 8700
3 8160
4 7620
5 7080
6 6540
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Opgave 5

Hr Gadagung har optaget to lan. Han har dels et femarigt, 5% stadende lan (arlige
terminer) med hovedstol 100 000 kr og dels et femarigt annuitetsldn med hovedstol
pa 100 000 kr, arlige terminer, en rente pa 5% p.a og en arlig ydelse pa 23 097,48 kr.
e Hvad er Hr Gadagungs samlede rentebetaling efter henholdsvis 1, 2, 3,4 og 5
ar?

Svar:

Ar Rentebetaling i kr

1 10000

2 9095

3 8145

4 7147

5 6100
Opgave 6

Et serielan pa 360 000 kr afdrages med 10 arlige afdrag. Renten er 5% p.a.
e Beregn rentebetalingen termin for termin (brug gerne et regneark)

Svar:
Ar Rentebetaling i kr
1 18000
2 16200
3 14400
4 12600
5 10800
6 9000
7 7200
8 5400
9 3600
10 1800

Opgave 7

Et annuitetslan pa 360 000 kr har en Igbetid pa 10 ar (arlige terminer). Renten er 5%
p.a og den arlige ydelse er 46 621,65 kr.

e Beregn rentebetalingen termin for termin (brug gerne et regneark)
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Svar:
Ar ___ Rentebetaling i kr
1 18000
2 16569
3 15066
4 13489
5 11832
6 10092
7 8266
8 6348
9 4334
10 2220

Opgave 8

Side20 af B

Hr. Kikosan har to 1&n. Han har et 80 000 kr firearigt annuitetslan med halvarlige ter-
miner, en halvéarlig rentesats pa 3,4% og en halvarlig ydelse pa 11 589,61 kr. Han
har ogsa et

90 000 kr. firedrigt 6% serieldn med helarlige terminer.

Lav et sgjlediagram der halvar for halvar illustrerer Hr. Kikosans samlede ren-
tebetalinger

Svar:
Rentebetalinger i kr

10000
8000
6000
4000
2000 -

‘AN NEa N N

1 2 3 4 5 6 7 8

Halvar (ialt 4 ar)
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Forleb om annuitetslan

Dette materiale fokuserer pa den type lan der betegnes annuitets/dn. Emnet kan bru-
ges som en del af det supplerende stof, og materialet kan anvendes til projekt- og
emnearbejde.

Materialet bestar af:

Om formlen for annuitetslan (GRYN-formlen)
Eksempel 1: G ukendt

Eksempel 2: y ukendt

Eksempel 3: r ukendt

Eksempel 4: n ukendt

Opgaver i annuitetslan

Om formlen for annuitetslan (GRYN-formlen)

Det seerlige for et annuiteslan er at ydelsen er konstant. Det vil sige at man skal
betale samme belgb hver termin (f.eks. hver maned eller hvert kvartal). Tilbagebeta-
lingen begynder én termin efter lanet udbetales. Renten antages at vaere fast i lanets
lzbetid. Hver termin tilskrives renter pa lanet.

Det viser sig at man kan opstille en formel der knytter ydelsen, lanets starrelse (ho-
vedstolen), renten og lgbetiden sammen. | dette materiale vil vi fokusere pa hvordan
man anvender formlen for annuitetslan, dvs. hvordan man foretager beregninger.

Pa bogens hjemmeside findes to beviser for formlen.

Vi bruger fglgende betegnelser:

hovedstolen (det lante belgb)

rentefoden pr. termin, dvs. renten som decimalbrgk (f.eks. 8% = 0,08)
ydelsen

antallet af terminer

S< T O

Med disse betegnelser gaelder der den sakaldte GRYN-formel for et annuitetslan:

GRYN-formlen:
1-0+n""
7 ( ! )

G=

| formlen kan man med vy, r og n beregne G. Hvis man istedet isolerer y i formlen fas:

7

):G-——
T e
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| GRYN-formlen indgar fire starrelser. Vi ser nedenfor pa de fire situationer hvor vi
kender tre af stgrrelserne og skal beregne den fierde vha. GRYN-formlen. Hvis du vil
laese om udviklingen pa et annuitetslan betragtet termin for termin kan du lsese mate-
rialet om lantyper.

Eksempel 1: G ukendt

Hvis vi er parate til at betale en ydelse pr. maned pa 1500 kr., renten pr. maned er
1,2%,09 Vi gnsker at afvikle l&net pa 72 maneder, kan vi med GRYN-formlen bereg-
ne hvor meget vi kan lane:

Vihary = 1500, r=0,012, n = 72:

- A _ -12
Gy o0 5012 0+0012)

r 0,012

= 72044

Vi bemeerker at da den manedlige ydelse er 1500 kr, betaler vi i alt for lanet:
72-1500 =108000

Da hovedstolen blev beregnet til 72.044 kr., betyder det at vi i alt betaler fglgende i
rente:

108000 — 72044 = 35956

Eksempel 2: y ukendt

Vi kan vha. GRYN-formlen beregne den arlige ydelse vi skal betale pa et annuitets-
I&n hvor vi laner 51 000 kr, renten er 6,5% p.a. (pr. ar) og lgbetiden er 15 ar.

Man kan omforme GRYN-formlen til fglgende formel: y =G A

I—(+7)"
Vi har G =51 000, r = 0,065, n = 15: y=G——"— =51000—— 200> ____ 544
-1+ 1—(1+0,065)

Vi noterer at da den arlige ydelse pa det 15-arige lan er 5424 kr., betaler vi i alt:
15-5424 = 81360

Da hovedstolen var pa 51 000 kr. betyder det at vi i alt betaler fglgende i rente:
81360 —51000 =30360
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Eksempel 3: r ukendt

Hvad er den arlige rente pa et annuitetslan hvor hovedstolen er 100 000 kr., den arli-
ge ydelse er pa 11 000 kr, og Igbetiden er 10 ar? Det viser sig, at man ikke kan isole-
re starrelsen r i GRYN-formlen. Man er ngdt til at prave sig frem med forskellige ren-
ter:

| GRYN-formlen G = yl—M udregnes hgjresiden ved forskellige arlige renter:
Arlig rente  Hgjreside i GRYN-formel
1,00% 104 184
1,25% 102 801
1,50% 101 444
1,75% 100 113
2,00% 98 808
2,25% 97 528

Vi udregner eksempelvis for r = 1,75%:

_ NN _ =72
6= 10+ 000 L= 0+ 00175)

r 0,0175

=100113

Vi ser at den beregnede hovedstol ligger taet pa 100 000 kr. Der reelle rente ma ligge
en anelse hgjere, svarende til en lidt lavere hovedstol. Ved at prave flere gange far
man mere preecistr = 1,7715%.

Eksempel 4: Ukendt n

P& hvor mange maneder kan jeg tilbagebetale et annuitetslan pa 2,2 mio. kr, hvor
den manedlige ydelse er 20 000 kr. og den manedlige rente er 0,6%7?
Der er to metoder:

e Man kan prgve sig frem som i eksemplet hvor renten er ukendt
e Man kan isolere n i GRYN-formlen. For at forsta det skal man have leest om
logaritmer s. 60 og om "eksponentielle ligninger” s. 152 i bogen.

Man far:

log1 -7
y

log(1+r)

Da fas med G =2 200 000 kr, y = 20 000 kr og r = 0,6%:
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G-r .
log- <) Jog(l - 2200000 0,006)
_ Yy 20000 —180,34
log(1+7) log(1+ 0,006) ’

Svaret er altsa lidt over 180 maneder svarende til ca. 15 ar.

Husk
Der er flere ting der volder problemer ved annuitetslan:

e Rentefoden skal stemme overens med terminen. Hvis renten er pr. maned, sa
skal ydelserne betales pr. maned osv. Omregning f.eks. mellem manedlige og
arlige renter kan du laese om i bogen s. 50.

I-(A+r™
p ( . )
lommeregneren huske pa regnehierarkierne f.eks. ved at saette parentes om
taelleren i brgken. Du kan repetere regnehierarkierne ved at laese i bogen s.
29.

e Nar du bruger GRYN-formlen G = , skal du ved indtastning pa

Opgaver

Nedenfor fglger opgaver til materialet om annuitetslan.
Du kan ogsa laese materialet om "lantyper”, hvor annuitetslan behandles — og regne

de tilhgrende opgaver: link
Du kan ogsa lgse gamle eksamensopgaver indenfor annuitetslan: link.
Bemeerk at der til den skriftige eksamen ikke laengere stilles denne type opgave.

Opgave 1
Lad G =150 000 kr., r=2,5% og n = 14.
e Benyt GRYN-formlen til at bestemme y

Svar: 12 830,48 kr.

Opgave 2

Lad G =12 000 kr., y = 1000 kr. og n = 15.
e Benyt GRYN-formlen til at bestemme r

Svar: 2,93%

Opgave 3
Lad y =12 000 kr., r = 4,5% og n = 28.
e Benyt GRYN-formlen til at bestemme G

Svar: 188 914,48 kr.



MatemalOk C-niveau, Frydenlund Sidel5 af 7

Opgave 4
Lad G=12000,y=393,340gr=1,75%.
e Benyt GRYN-formlen til at bestemme n

Svar: 44

Opgave 5

Lad G =66 000 kr., y = 700 kr. og n = 100.
e Benyt GRYN-formlen til at bestemme r

Svar: 0,12%

Opgave 6

Lad G=12345kr.,y = 719,74 kr. og r = 4,44%.
e Benyt GRYN-formlen til at bestemme n

Svar: 33

Opgave 7
Lad G =50 000 kr., r =2,55% og n = 26.
e Benyt GRYN-formlen til at bestemme y

Svar: 2 654,06 kr.

Opgave 8
Lad y = 300 000 kr., r=11% og n = 11.
e Benyt GRYN-formlen til at bestemme G

Svar: 1 861 954,60 kr.

Opgave 9
Cykelsmeden "Krank og Feelg” tilbyder et annuitetslan til en uundvaerlig mountainbike
til kun 17 000 kr. Der er manedlige terminer og den manedlige rente er 2%. Labeti-
dener 8 ar.

e Bestem den manedlige ydelse

e Hvor meget kommer man i alt til at betale i rente pa lanet?

Svar: 399,72 kr.; 21 373,42 kr.

Opgave 10

For at Igse denne opgave skal du have lzest afsnittet om annuitetslan i materialet om
"lantyper”.

P& et annuitetslan betales hvert kvartal 2279,58 kr., den kvartarlige rente er 2,7% og
lanet betales tilbage pa 9 kvartaler
e Bestem G
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e Lav et sgjlediagram der termin for termin illustrerer restgselden

Svar: 18 000 kr.

Restgaldens udvikling

20000

15000 -

£ 10000 :l_H_H
5000 ‘|_|~r
Ni BB N E R
7 8

1 2 3 4 5 6

9

Termin

Opgave 11

For at lgse denne opgave skal du have leest afsnittet om annuitetslan i materialet om
"lantyper”.

Frank Nielsen tilbydes et annuitetslan pa 45 000 kr med arlige terminer og en arlig
rente pa 5,6%. Han skal betale lanet tilbage pa 7 ar

e Bestem den arlige ydelse

e Opstil en tabel hvor man for hvert ar kan afleese rentebetaling, afdrag og rest-

geeld
Svar: 7 946,84 kr.
Termin Rente Afdrag Restgeeld
1 2520 5427 39573
2 2216 5731 33842
3 1895 6052 27791
4 1556 6391 21400
5 1198 6748 14652
6 820 7126 7525
7 421 7525 0
Opgave 12

For at Iase denne opgave skal du have laest afsnittet om annuitetslan i materialet om
"lantyper”.

Betragt et annuitetslan hvor hovedstolen er 50 000 kr, den manedlige ydelse er
2350,50 kr og den manedlige rente er 2,2%. Bestem restgeeld, rentebetaling og af-
drag efter henholdsvis 1., 2. og 3. ydelse.

Svar:
Termin __Rente  Afdrag Restgeld
1 1100 1251 48749
2 1072 1278 47471
3 1044 1306 46165
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Opgave 13
| gennemgangen af annuitetslan blev det neevnt at GRYN-formlen kan omformes til

y= G—r—_—. Vis hvordan.
1-(1+r)"

Opgave 14
| gennemgangen af annuitetslan blev det naevnt at GRYN-formlen kan omformes til

log1 -7
y

log(l+r)
Laes farst i bogen om eksponentielle ligninger s. 152, og vis dernaest hvordan om-
formningen kan ggres.

Opgave 15

For et givet annuitetslan kan vi kalde restgeelden efter den k-te termin for Gy og til-
svarende kan vi kalde restgaslden til den foregaende termin for Gy.¢ . Opstil en formel
der udtrykker Gx ved Gi.1, rog y.

Svar: G, =G,_,—-(y—-G,,-r)=G,_d+r)-y
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Bevis for formlen for annuitetsopsparing

Satning — dvs. den pastand vi efterfglgende skal bevise
Hvis man indbetaler det samme belgb b hver termin, og rentefoden er r, sa er
kapitalen A umiddelbart efter den n’te indbetaling:
A=b-(1+") -1
2

Bevis
Seaetningen bevises gennem et eksempel - det er forholdsvis enkelt at generalisere

ud fra eksemplet. | eksemplet er

b=700, r=0,06 og n=4.

Vi skal se pa saldoen umiddelbart efter hver indbetaling.

1. indbetaling: Ay =700

2. indbetaling: A, =A1-1,06 +700
=700 - 1,06 + 700

3. indbetaling: Az =Ay- 1,06 + 700

= (700 - 1,06 + 700) - 1,06 + 700
=700 - 1,06% + 700 - 1,06 + 700
4. indbetaling: As=As-1,06+700
= (700 - 1,062 + 700 - 1,06 + 700) - 1,06 + 700
=700 - 1,06° + 700 - 1,062 + 700 - 1,06 + 700 (1)

Ved at saette 700 uden for parentes i far vi:
A=700-(1,06%+ 1,06% + 1,06 + 1)

Vi skal have omskrevet udtrykket i parentesen, sa vi kalder det for S:

S=1,06%+ 1,062+ 1,06 + 1 (2)
Vi har altsa at
A=700-S (3)
Af (2) kan man fa:
S-1,06  =(1,06°+1,06%+1,06 +1)- 1,06
=1,06* + 1,06° + 1,062 + 1,06 (4)

Det viser sig at vaere smart hvis man treekker (2) fra (4) — det gor vi sa:

S.1,06—S =1,06*+1,06% + 1,062 + 1,06 — (1,06° + 1,06% + 1,06 + 1)
=1,06* + 1,06° + 1,06° + 1,06 — 1,06° — 1,06 — 1,06 — 1
= 1,06%=1.
Altsa har vi:S-1,06-S =1,06*-1. (5)

Vi kan omskrive dette pa felgende made:
S-106-S=S-(1+0,06)-S =S+S-0,06-S =S-0,06
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Altsa harvi: S-1,06—S =S-0,06
Dette kan vi indseette i (5):

50,06 =1,06% -1

4
g 1,06 —1
0,06
Nar vi indsaetter dette i (3), far vi den endelige formel:

1,06* -1
0,06

A="700-

Beviset kan gares generelt ved at udskifte 700 med b og 1,06 med (1+r).

29
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Bevis for formlen for gaeldsannuitet — udgave 1

Seetning
Satning — dvs. den pastand vi efterfglgende skal bevise

Hvis man indbetaler ydelsen y hver termin i n terminer (farste gang man betaler er én ter-
min efter lanet er optaget), og rentefoden er r, sa er lanets storrelse:

1=(1+r)™
r

G=y

Bevis
Felgende bevis bygger pa en sammenkeedning af annuitetsopsparing, kapitalfremskrivning
og annuitetslan.

Beviset bygger pa en historie om Vagn fra Vanlgse. Vagn drammer om en leekker bil, men
mangler penge. Han har en stenrig onkel i USA, onkel Bill.

Onkel Bill er pa besgg hos Vagn, og de ser sammen pa en bil. Onkel Bill tilbyder Vagn at Ia-
ne Vagn penge pa falgende betingelser:

Onkel Bill gnsker ikke at tabe penge. Derfor skal Vagn — nar han kommer for at besgge onkel
Bill i USA om to ar — betale det lante belgb tilbage. Dog skal dette belgb fremskrives fordi on-
kel Bill ville have faet renter af belgbet hvis han havde haft det staende i banken.

Vagn fra Vanlgse skal saledes spare op til at betale onkel Bill det lante belgb tilbage. Og han
skal betale det lante belgb plus renter.

Hvad Vagn skal spare op, kan vi udregne ved hjaelp af formlen for opsparingsannuitet:

a+r" -1
5

A=bs

Her er belgbet A det belgb som Vagn lante.

Belgbet Vagn skal betale onkel Bill er det lante belab (G) plus renter, altsa:
G-(L+7)"

Da dette ogsa er det belgb Vagn skal have sparet op, far vi:
G-Q+ry =p. L1
B

Vi gnsker nu at isolere G, og derfor dividerer vi med (1+r)" pa begge sider af lighedstegnet:
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[bfL+”""lJ
L

BT

Nar man dividerer et produkt med et tal, skal man dividere tallet op i én af faktorerne, og det

gar vi her:
1+r)" -1
b :

(1+7)"

Nar man dividerer en brgk med et tal, skal man gange tallet i neevneren — det ggres her:

G=b(a+m"—q
r-(1+r)"

Herefter dividerer vimed (1+r)" i alle tre led i brgken:

e)
Gop L rr)

7

=

Vi benytter nu potensregnereglen L, =a™" og omformer til:
a

P e G
r

G

Nar det handler om et lan, betegner man terminsydelsen for y, sa derfor skifter vi b ud med y:

G:yw__

4

Og hermed har vi bevist formlen for annuitetslan.
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