
1. STAMFUNKTION OG INTEGRAL

I differentialregningskapitlerne i MAT A2 stx udviklede vi en omfattende teori for, hvordan 
man bestemmer en funktions afledede f'(x). I integralregningen er man interesseret i at løse 
det modsatte problem: Når den afledede funktion f '(x) er kendt, ønsker vi at bestemme den 
oprindelige funktion f(x). Integralregning er således en slags 'baglæns' differentialregning,

Hvor differentialregningen bl.a. kan bruges til at bestemme tangenter og løse optimeringspro­
blemer, kan integralregningen bruges til at beregne arealet under kurver og mellem kurver. 
Integralregningen kan også bruges til at bestemme rumfanget af den figur, der fremkommer, 
når en kurve drejes 360° om x-aksen.

Differentialregning og integralregning udgør tilsammen det, der kaldes for infinitesimalreg- 
ning. Infinitesimalregningen blev især udviklet af Isaac Newton (1642-1727) og Gottfried Wil­
helm Leibniz (1646-1716). De udviklede den sideløbende, men hver for sig.

DETTE KAPITEL
Vi indfører begreberne stamfunktion og ubestemt integral. Derudover udledes de vigtig­
ste regneregler for ubestemte integraler.

1.1 STAMFUNKTION OG UBESTEMT INTEGRAL
Vi indfører med følgende definition begrebet stamfunktion, som kan opfattes som det 
omvendte af den afledede funktion:

DEFINITION 1 (STAMFUNKTION)
Funktionen F(x) kaldes en stamfunktion til f[x), hvis F'(x) = f(x).

EKSEMPEL 1
Funktionen F(x) = x3 + 4x2 - 5 er stamfunktion til f(x) = 3x2 + 8x, fordi

F'^x) = 3x2 + 8x = f^x).

Funktionen G(x) = x3 + 4x2 + 10 er ligeledes stamfunktion til f(x), fordi

G'(x) = 3x2 + 8x = f(x).

Funktionen H(x) = x4 + x2 + 3x - 1 er ikke stamfunktion til f(x\ da

H\x) = 4x3 + 2x + 3/ f(x).
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EKSEMPEL 2
Vi vil undersøge, om F(x) = 2X5 - In x + x2 - 7 er stamfunktion til f(x) = 10x4 - £ + 2x. 
Dette undersøges ved at differentiere F(x) og se, om dens afledede er f(x):

F'(x) = 2 • 5x4 - + 2x = f(x).

Da F\x) = f(x), er F(x) stamfunktion til f(x).

Vi har i eksempel 2 gjort brug af den såkaldte integrationsprøve til at afgøre, om F(x) er stam­
funktion til f{x). Integrationsprøven består i, at man differentierer stamfunktionen og ser, om 
det giver den påståede afledede funktion.

EKSEMPEL 3
Vi vil undersøge, om funktionen G(x) = In (x2 + 5) er stamfunktion til g(x) = . Vi

x¿+5
gør brug af integrationsprøven og skal derfor differentiere G(x).

G(x) er en sammensat funktion med indre funktion x2 + 5 og ydre funktion In x. Vi diffe­
rentierer ved brug af reglen for sammensatte funktioner og får, at

1 2x

Integrationsprøven viser, at G(x) er stamfunktion til g(x).

I eksempel 1 så vi, at en funktion kan have mere end én stamfunktion. Dette skyldes, at kon­
stanters afledede er 0. Hvis funktionen F(x) = x3 + 4x2 - 5 er stamfunktion til f(x) = 3x2 + 8x, 
er enhver funktion af typen F(x) = x3 + 4x2 + k, hvor k er en konstant, også stamfunktion til 
f(x)- Vi formulerer følgende sætning:

SÆTNING 1
Hvis F(x) er stamfunktion til f(x), er enhver funktion af typen G(x) = F(x) + k, hvor k er en 
konstant, også en stamfunktion til f(x).

BEVIS

Vi antager, at funktionen F(x) er stamfunktion til f(x). Vi skal nu vise, at funktionen 
G(x) = F(x) + k, hvor k er en konstant, også er stamfunktion til f(x).

Vi benytter integrationsprøven og bestemmer derfor den afledede af G(x). Undervejs 
bruger vi reglen for differentiation af en sum, og at konstanters afledede er 0:

G'M = (F(x) + k)’ = F'M + 0 = f(x).

Da G '(x) = f(x) kan vi slutte, at G(x) også er stamfunktion til f(x).



Hvis det er muligt at bestemme en stamfunktion F(x) til fi(x), kan vi således bestemme uen­
deligt mange andre stamfunktioner ved blot at lægge konstanter til F(x). Men kunne det tæn­
kes, at der er andre stamfunktioner til f(x) end lige netop funktioner af typen F(x) + k?

Det viser sig, at alle stamfunktioner er identiske på nær en konstant. Vi formulerer dette i føl­
gende sætning:

SÆTNING 2
Hvis F(x) og G(x) begge er stamfunktioner til fi», så er F(x) = G(x) + k.

BEVIS

Vi antager, at funktionerne F(x) og G(x) begge er stamfunktioner til funktionen fi». Vi 
skal ud fra denne antagelse vise, at F(x) = G(x) + k.

At F(x) og G(x) begge er stamfunktioner til f(x), betyder, at F '(x) = f(x) og at G '(x) = f(x). 
Vi foretager følgende omskrivninger ved brug af reglen om differentiation af sum/diffe- 
rens:

F'(x)=G'(x) & F'(x) - G'(x) = 0 o (F(x) - G(x))' = 0.

På venstre side af lighedstegnet står nu den afledede funktion af funktionen F(x) - G(x).
Da denne funktions afledede er 0, må funktionen være konstant, og vi har derfor, at

F(x) - G(x) = k F(x) = G(x) + k.

Vi har nu vist, at to forskellige stamfunktioner F(x) og G(x) er identiske på nær en kon­
stant.

Sætning 1 og 2 er tilsammen to vigtige sætninger. Indholdet af sætningerne kan sammenfat­
tes som følger: Hvis F(x) er stamfunktion til f(x), så findes der uendelig mange andre stam­
funktioner, og alle disse stamfunktioner er af typen F(x) + k.

EKSEMPEL 4
Funktionen F(x) = x3 + x2 er stamfunktion til f(x) = 3x2 + 2x. I følge sætning 1 er enhver 
funktion af typen F(x) = x3 + x2 + k også stamfunktion til f(x), og i følge sætning 2 er det 
kun funktioner af denne type, der kan være stamfunktioner til f(x).

Tre forskellige stamfunktioner til f(x) er

F^x) = x3+ x2 4-4, F2(x) = x3 +x2 4- 1, F3(x) =x3+x2-2 .

På figur 1 ses graferne for Fi, F2 og F3. Bemærk, at graferne fremkommer af hinanden 
ved lodret parallelforskydning.



. STÄlV.FU«. Z’nOM OG ÍNTEGRA!.

UBESTEMT INTEGRAL
Der knytter sig en særlig notation og sprogbrug til stamfunktioner. For at angive, at funktioner 
af typen F(x) = x3 + k er stamfunktion til f(x) = 3x2, benyttes skrivemåden

y 3x2dx = x3 + k.

Udtrykket J 3x2dx læses 'det ubestemte integral af 3x2 Tegnet J kaldes for et integraltegn, 
og 3x2 kaldes for integranden. Skrivemåden 'd/ til sidst i integralet angiver, at integralet slut­
ter, og at det er x, der er den variable.

Stamfunktioner til f(x) betegnes således med f f(x)dx. Vi sammenfatter i følgende defini­
tion:

DEFINITION 2 (UBESTEMT INTEGRAL)
Hvis F(x) er stamfunktion til f{x), skriver vi, at F(x) = J f{x}dx. Der gælder således føl­
gende:

F(x) = y f(x)dx o F'(x) =

f f(x)dx kaldes for det ubestemte integral af f(x), og f(x) kaldes for integranden.
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Når vi bestemmer stamfunktioner, siger vi, at vi integrerer. Hvis vi f.eks. vil integrere funktio­
nen f(x) = 2x, skal vi bestemme en stamfunktion F(x). Dette skrives på følgende måde:

F(x) = / f(x)dx = 2xdx = x2 + k.

Vi siger, at vi har integreret f(x) = 2x.

I tabellen nedenfor er anført stamfunktioner for en række vigtige funktioner. I højre side af 
tabellen er sammenhængen mellem afledet funktion og stamfunktion udtrykt ved brug af ube­
stemte integraler. Resultaterne i tabellen kan kontrolleres ved brug af integrationsprøven.

Funktion f(x) Stamfunktion F(x) Ubestemt integral

0 k / 0 dx = k

a ax + k f a dx = ax + k

X y2 + k f X dx = ?x2 + k

Xa ■¿rxa+1 + k. a/ -1 
a i X fxadx = + k, a / -1V d i X

l,x>0 In X + k, X > 0 f ^dx = lnx + k,x>0 J A

1 
X ln|x| + k / ^c/x = ln|x| + k

sin X -cos X + k / sin X dx = — cos x + k

COS X sinx + k f cosX dx = sinx 4- k

ex ex + k fexdx=ex + k

¿.e^ + c f e^dx = + c

ør |x2 + k = ^xVx + k / ^/x dx = 3x2 + k = ^x^/x + k

In X X In x — x + k j\nx dx = x\nx-x + k

a* ^+k faxdx=^+k

Man kan naturligvis også bestemme stamfunktioner for andre og mere komplicerede funktio­
ner end dem, der fremgår af tabellen ovenfor. Det er imidlertid ikke alle funktioner, der har en 
stamfunktion. Der gælder følgende sætning, som vi ikke beviser:

SÆTNING 3
Enhver funktion, der er kontinuert i et interval, har en stamfunktion.
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1.2 REGNEREGLER FOR UBESTEMTE INTEGRALER
Der gælder følgende regneregler for ubestemte integraler:

SÆTNING 4
Hvis f(x) og g(x) er kontinuerte funktioner med samme definitionsmængde, og k er en 
konstant, gælder følgende:

1) f + g(*))dx = / ftødx + fg(x)dx.

2) JW) - g(x))dx = / f^dx -^g^dx.

3) f k ■ f^dx — k ■ J f(x)dx.

BEVIS
I følge definition 2 gælder det, at

For at bevise regneregel 1, skal vi vise, at J f(x)dx + f g(x)dx er stamfunktion til 
W + g(x).

Vi gør brug af integrationsprøven og differentierer derfor J f(x)dx + f g(x)dx. Under­
vejs benyttes definition 2 samt reglen om ledvis differentiation:

(y* f(x)dx + y g(x)dx^ = f^dx^ + g{x)dx^ = f(x) + g(x).

f f(x')dx + f g(x)dx er således stamfunktion til f(x) + g(x).

Regel 2 og 3 vises på samme måde.



EKSEMPELS
Vi vil bestemme det ubestemte integral

y (x4 + 8x3 - 2x + 5)dx.

Integralet findes ved brug af regnereglerne for ubestemte integraler samt udvalgte stam­
funktioner fra tabel 1:

y(x4 + 8x3-2x + 5)dx = y x4dx + 8 y x3dx-2 xdx + j 5dx

= |x5 + 8 • ix4 - 2 • |x2 + 5x + k 
o > ¿

= ix5 + 2x4 - X2 + 5x + k.
5

EKSEMPEL 6
Om funktionen F(x) oplyses det, at dens graf går gennem punktet (1, 7) og er stamfunk­
tion til funktionen f(x) = 4x3 + 6x - 5. Vi ønsker at bestemme forskriften for F(x).

Først bestemmes samtlige stamfunktioner til f(x):

y f(x)dx = y (4x3 + 6X-5) dx = x^ + 3x2 -5x+k.

Da grafen for F(x) går gennem punktet (1, 7), er F(1) = 7. Vi har derfor, at

F(l) = 7 l4 + 3-l2-5-l + k = 7 —1 + k = 7 o k = 8.

Forskriften for F(x) er således F(x) = x4 + 3x2 - 5x + 8.

1.3INTEGRATI0lîVÈB,SUBSTITUTI0N X
Vi har tidligere udledt regneregler for differentialkvotienter, herunder reglen for, hvordan man 
differentierer sammensatte funktioner. Vi skal nu se en metode til at bestemme integraler, 
hvor der indgår sammensatte funktioner. Metoden kaldes for integration ved substitution. 
Metoden er ganske håndfast, og ved første øjekast kan det være vanskeligt at se, hvorfor 
metoden er gyldig. Med sætning 5 sikrer vi os imidlertid dette. Vi illustrerer først metoden i et 
eksempel:



STAMFUNKTION
Funktionen F(x) er stamfunktion til f(x), hvis F '(x) = f(x).

UBESTEMT INTEGRAL
Hvis F(x) er stamfunktion til f(x), skriver vi, at F(x) = / fix^dx.

J f (x)dx kaldes for det ubestemte integral af f(x), og f(x) kaldes for integranden.

REGNEREGLER FOR UBESTEMTE INTEGRALER
Hvis f(x) og g(x) er kontinuerte funktioner med samme definitionsmængde, og k er en kon­
stant, gælder følgende:

1) f (W + 9 M)dx = / f (x)dx + J g^dx.

2) /(f(x) - g(x}}dx = / f(x)dx - f g^dx.

3) J k- f^dx = k- f fÇxjdx.

INTEGRATION VED SUBSTITUTION
Hvis g(x) er differentiabel med den kontinuert afledede ^(x), og f(x) også er kontinuert, gæl­
der følgende:

y* ftø(x)) • g'^dx = y f(t)dt = F(t) + k = F(g(x)) + k,

hvor t = g(x) og F(x) er en stamfunktion til f(x)-



2. AREAL OG BESTEMT INTEGRAL

I den grundlæggende geometri bestemmer man arealer af figurer såsom trekanter, firkanter 
og cirkler samt rumfang af f.eks. kugler, kasser, cylindre mm. Vi skal i dette kapitel udvide 
teorien om arealer og rumfang, og vi udvikler metoder til bestemmelse af avancerede geo­
metriske og rumlige figurer. Det viser sig, at stamfunktioner spiller en afgørende rolle i denne 
form for areal- og rumfangsbestemmelse. Mere specifikt skal vi undersøge, hvordan man 
kan bestemme arealet af et område, der er afgrænset af x-aksen og grafen for en kontinuert 
funktion. Vi skal endvidere se, hvordan man bestemmer arealet af områder mellem grafer, 
længden af en kurve og rumfanget af omdrejningslegemer.

Arealbestemmelse er bl.a. vigtigt i forbindelse med statistik og sandsynlighedsregning, fordi 
sandsynligheder kan opfattes som arealer af områder under frekvensfunktionen (tætheds­
funktionen). Areal- og rumfangsbestemmelse kan desuden anvendes til beregninger af tvær­
snit og rumfang af en lang række konstruktioner, f.eks bygninger, beholdere, flyvinger mm. 
Teorien kan derudover benyttes til at beregne længden af kurver såsom hængebroers kab­
ler.

DETTE KAPITEL
I dette kapitel indføres begrebet arealfunktion, og det vises, at arealfunktionen er en 
stamfunktion. Derudover indføres det bestemte integral, og vi ser, hvordan bestemte 
integraler kan anvendes til arealbestemmelse Til sidst i kapitlet vises, hvordan integraler 
kan bruges til at bestemme både kurvelængde og rumfang.

2.1 AREALFUNKTION
Vi betragter en kontinuert, ikke-negativ funktion f(x) i intervallet [a; b]. På figur 1 ses et 
eksempel på grafen for en sådan funktion:

På figur 2 er området mellem grafen for f(x) og x-aksen i intervallet [a; b] markeret. Vi skal 
i det følgende udlede en metode til at bestemme arealet af et område som dette, når for­
skriften for f(x) er kendt. Metoden involverer den såkaldte arealfunktion, der illustreres ved et 
eksempel.
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EKSEMPEL 1
Vi betragter den lineære funktion f(x) = x + 1 i intervallet [l;oo[. I dette interval er f(x) 
ikke-negativ og kontinuert.

Vi vil bestemme arealet mellem grafen for f(x) og x-aksen i intervallet [1; 5]. Arealet af 
dette område betegnes A(5) (se figur 3).
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fix) = X + 1

4—> i . 1 i   —> 
1 23456789*

Figur 3

Arealet af det blå område på figur 3 består af et rektangel med sidelængderne 2 og 4 og 
en retvinklet trekant med kateter af længde 4. Arealet kan derfor bestemmes på følgende 
måde:

A(5) = 2- 4+ |- 4- 4 = 8 + 8 = 16.

Tilsvarende kan vi bestemme arealet under grafen for f(x) i intervallet [1 ; 8] (se figur 4):

A(8) = 2- 7+ |- 7- 7 = 14 + 24,5 = 38,5.

Vi kan udlede en regneforskrift til at beregne arealet mellem grafen for fix) og x-aksen i 
intervallet [1 ; x]. Den figur, vi skal beregne arealet af, er illustreret på figur 5 og 6.

Figur 5 Figur 6

Figur 4



Arealet A(x) kan bestemmes som arealet af et rektangel lagt sammen med arealet af en 
retvinklet trekant:

A(x) = 2-(x-l) + |-(x-l)(x-l) = 2x-2+|-(x2 + l-2x} = ^2+x-|.

Arealet i ethvert interval [1; x] mellem grafen for f(x) og x-aksen kan altså beregnes ved 
at benytte den generelle forskrift

¿(x) = |x2 + x-|.

Vi kan opfatte A(x) som en funktion, dertil enhver x-værdi angiver arealet mellem f(x) og 
x-aksen i intervallet [1 ; x].

Funktionen A(x) kaldes for en arealfunktion. I dette specifikke tilfælde er A(x) arealfunk­
tionen hørende til f(x) = x + 1 i intervallet [1 ; x]

Hvis A(x) differentieres fås

Af(x) = |-2x + l = x+l = f(x\

Vi ser hér, at arealfunktionen A(x) er en stamfunktion til f(x). Det viser sig, at dette altid 
gælder: Hvis A(x) er arealfunktion for en ikke-negativ, kontinuert funktion f(x), er A(x) 
stamfunktion til f(x).

I følgende definition præciseres, hvad der forstås ved en arealfunktion:

DEFINITION 1 (AREALFUNKTION)
Lad f(x) være ikke-negativ og kontinuert i intervallet [a; b] Ved arealfunktionen A(x) for­
stås den funktion, der til enhver x-værdi i [a, b] angiver arealet mellem grafen for f(x) og 
x-aksen i intervallet [a; x].

2.2 AREALFUNKTION OG STAMFUNKTION
I eksempel 1 var det forholdsvis enkelt at bestemme forskriften for arealfunktionen, fordi 
f(x) = x + 1 er en lineær funktion. Vi skal nu udlede en metode til at bestemme forskriften for 
arealfunktionen for enhver ikke-negativ, kontinuert funktion. Der gælder følgende sætning:

SÆTNING 1
Lad f(x) være ikke-negativ og kontinuert i intervallet [a; b], og lad A(x) være arealfunk­
tionen, der angiver arealet mellem f(x) og x-aksen i intervallet [a; x], hvor a < x <. b. Da 
gælder følgende:

A(x) er stamfunktion til f(x).
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BEVIS
Vi skal vise, at A(x) er en stamfunktion til f(x). Det vil med andre ord sige, at vi skal vise, 
at A\x) = Kx).

Vi minder om, at differentialkvotienten Æ(xo) bestemmes ved at undersøge differenskvo­
tientens grænseværdi for h -> 0. Differenskvotienten for A(xj er givet ved

^(x0 + h)- AÇxq}
h

Målet er således at undersøge, hvad der sker med denne brøk, når h ->Q.

Vi ser på et vilkårligt punkt xo i ]a; b[ samt punktet xo + h.

Af hensyn til de figurer, der gøres brug af i beviset, gør vi følgende antagelser om f(x):

• Tilvæksten h regnes positiv, således at punktet xo + h ligger til højre for xo.
• f(x) er voksende i et interval til højre for xo.

Disse betingelser er ikke nødvendige for sætningens gyldighed, men gør beviset nem­
mere at gennemføre.

På figur 7 og 8 angiver A(xo) og A(xo + h) de markerede områders arealer.

Forskellen mellem A(xo) og A(xo + h) betegner vi med AA (se figur 9).

f(xa + hy

o

Figur 9 Figur 10



Det gælder dermed, at

△ A = A(xq + ft) - A(x0).

På figur 10 er indtegnet to rektangler omkring grafen for f(x} i området [xo; xo + h]. Vi 
zoomer nu ind på dette område af grafen:

Figur 11

Af figur 11 fremgår det, at figuren med arealet LA er sluttet inde mellem disse to rek­
tangler: Det ene rektangel har sidelængderne h og f(xo), og det andet rektangel har side­
længderne h og f(xo + h). De to rektangler har arealerne h • f(xo) og h ■ f(xo + h). Idet f(x) 
er voksende i intervallet [xo; xo + h], gælder det, at

h • f(xø) < LA < h • f(x0 + h).

Da h > 0 kan vi dividere med h uden at ændre ulighedstegnene:

^Oo) - V “ +

Idet LA = A(xg + h) - A(xq) , kan uligheden skrives sådan:

fM<A(xo + h}h-AM-<f^ + ^.
Det midterste udtryk i denne ulighed er netop differenskvotienten for A(x). For at vurdere, 
hvad denne differenskvotient går mod, når h -> 0, bruger vi et såkaldt "klemmeargu- 
ment", idet vi undersøger grænseværdien for venstre og højre side af uligheden:

• Fordi f(xo) ikke afhænger af h, gælder det, at f(xo) -► f(xo) for h -> 0.
• Fordi f(x) er kontinuert, gælder det, at f(xo + h) -> f(xo) for /? -> 0.

Differenskvotienten ^(xq) er således "klemt inde" mellem to størrelser, der
begge går mod f(xo) for h 0. Vi kan dermed konkludere, at

fM for h 0
h
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Differenskvotientens grænseværdi er f(xo) for h -* 0, hvilket er ensbetydende med, at 
¿'(xo) = /(xo). Da xo var et vilkårligt punkt i intervallet ]a; b[, gælder det, at A'(x) = f(x). 
A^x) er således en stamfunktion til f{x).

Man kan med små modifikationer også gennemføre beviset, når h < 0, og når f(x) ikke 
er voksende til højre for xo. Det vil vi dog undlade hér.

AREALBESTEMMELSE
I følge sætning 1 er arealfunktionen en stamfunktion. Sætningen siger dog ikke noget om, 
hvilken af de uendelig mange stamfunktioner, der skal bruges for at bestemme arealet under 
f(x) i intervallet [a; b]. Dette problem løses imidlertid af følgende sætning:

SÆTNING 2
Lad f(x) være kontinuert og ikke-negativ i intervallet [a; b], og lad F(x) være en vilkårlig 
stamfunktion til f(x\ Da kan arealet mellem f(x) og x-aksen i intervallet [a; b] bestemmes 
ved

Areal = F(b) - F(a\

BEVIS
Da arealfunktionen er en stamfunktion, ved vi, at enhver stamfunktion F(x) opfylder, at

A(x) = F(x) + k,

hvor k er en konstant.

Idet A(x) er arealfunktionen, der angiver arealet i intervallet [a; x], gælder det, at 
A(a) = 0, og at A(b) angiver arealet under grafen for f(x) i [a; b]. Arealet i intervallet [a; £>] 
er således givet ved

A{b) = A(b) - A(a) = FÇb) + k - (F(a) + k) = F(b) - F(a).
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EKSEMPEL 2
Vi betragter funktionen f(x) = x2 + 1. Vi vil bestemme arealet under grafen for f(x) i inter­
vallet [-1; 2] (se figur 12).

Figur 12

I

Vi bestemmer en stamfunktion F(x) og vælger for nemheds skyld integrationskonstanten 
k=0:

= y f^dx = y (x2 + l)dx = jx3 + x.

Det ønskede areal er

F(2)-F(-l) = i-23+2- ß-(-l)3+ (-!)) = y-(-5) = y = 6-

Funktionen G(x) = |x3 + x + 5 er ligeledes stamfunktion til f(x)- Arealet kan også 

bestemmes ved brug af denne funktion:

G(2)-G(-l) = 1.23+2+5-(| ■ (-1)3 + (-1) +5^ = ^-(y) = y = 6.

Hvilken stamfunktion, vi vælger, har ikke betydning for det endelige resultat. For nem­
heds skyld vil man dog som regel vælge den stamfunktion, der har integrationskonstan- 
ten k = 0.

2.3 BESTEMT INTEGRAL
Vi har nu set, hvordan arealer under grafer kan bestemmes ved brug af stamfunktioner. Før 
vi ser nærmere på arealbestemmelse, indfører vi det bestemte integral:
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DEFINITION 2 (BESTEMT INTEGRAL)
Lad f(x) være kontinuert i [a; b]. Ved det bestemte integral af f(x) i intervallet [a; b] forstås 

F(b) - F(a\

hvor F(x) er en vilkårlig stamfunktion til f(x).

Vi skriver, at

fbf(x)dx=[FW]b3 = F(b)-F(a).

Størrelsen fÇxjdx læses 'det bestemte integral af/(x) fra a til b'. Tallene a og b kal­
des for nedre og øvre grænse.

Bemærk, at definitionen af det bestemte integral er uafhængig af arealer, og at det ikke for­
udsættes, at f(x) er positiv i [a; b]. Bemærk desuden, at det bestemte integral er et tal, mens 
det ubestemte integral er en funktion.

Der gælder følgende regneregler for bestemte integraler:

SÆTNING 3 (REGNEREGLER FOR BESTEMT INTEGRAL)
Hvis f(x) og g(x) begge er kontinuerte i intervallet [a; b], og k er en konstant, gælder føl­
gende:

1) Ja (W + 9W)dx = få f (x) dx + få g^dx

V få (fW - SW)dx = // f (x)dx - få dx_

3 ) få k • f^dx = • fa f^dx.

BEVIS
For at vise den første regneregel, skal vi vise, at de to sider af lighedstegnet er ens.

Vi lader F(x) og G(x) betegne stamfunktioner til f(x) og g(x) og udregner først højre side:

[b f(x)dx + F g^dx = F(b) - F(a) + (G(ô) - 

Ja Ja
= F(b) + G(b) - F(a) - G(a).

På venstre side udnytter vi, at en stamfunktion til f(x) + g(x) er F(x) + G(x):

] VM + gM^dx = (F(å) + G(å)) - (F(a) + G(a))

= F(b)+G(å)-F(a)-G(a).

De øvrige regler vises helt tilsvarende.
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EKSEMPEL 3
Vi vil bestemme det bestemte integral af funktionen f(x) = 6x2 + 2x i intervallet [2; 4], Vi 
benytter regneregel 1 om ledvis integration:

^4(6x2 4- 2x)dx = 6x2dx + 2xdx = [2x3] * + [x2]4

= 2 - 43 - 2 • 23 '+ (42 - 22) = 112 + 12 = 124.

Vi kan bestemme integralet 5x2dx ved brug af regneregel 3:J u

[15^dx = 5 /1x2dx = 5 [|x3l = 5 ■ (| • l3 - | ■ 03^ =

Jo Jo L3 Jo x3 3 / 3

Integralet J^(2x-6)dx bestemmes på følgende måde:

^3(2x - 6)dx = [x2 - 6x] S = 32 - 6 • 3 - (l2 - 6 • 1) = -9 + 5 = -4.

Bemærk hér, at det bestemte integral ikke nødvendigvis er et positivt tal.

BESTEMT INTEGRAL OG INTEGRATION VED SUBSTITUTION
Når man arbejder med bestemte integraler, hvor der indgår en sammensat funktion i Inte­
granden, er det vigtigt, at man er opmærksom på integralets grænser. For bestemte integra­
ler er der to måder at udføre integration ved substitution på.

SÆTNING 4
Lad g(x) være differentiabel med den kontinuerte afledede ^(x), og lad f(x) være konti­
nuert. Så gælder

rb , rg(b)
/ ftøW) • g(x)dx =

Ja Jg(a)



For den nedre grænse a = 0 er t(0) = £ • 0 = 0, og for den øvre grænse b = 7r er

Vi gennemfører nu beregningerne med t som variabel, hvor vi undervejs erstatter de 
oprindelige grænser med de nye grænser:

4 • cos

8sin (5) - 8sin0 = 8.

2.4 AREALBESTEMMELSE
Bestemte integraler kan i en lang række tilfælde benyttes til at bestemme arealer under og 
mellem kurver. Der gælder følgende sætning, som udtrykker indholdet afsætning 2 formule­
ret ved brug af det bestemte integral:

SÆTNING 5
Hvis f(x) er ikke-negativ og kontinuert i intervallet [a; b], kan arealet mellem grafen for 
f(x) og x-aksen i intervallet [a; b] bestemmes ved

f^x)dx.

EKSEMPELS
Funktionen f(x) = -^x + 5 er kontinuert og ikke-negativ i intervallet [-2; 3]. Arealet af 
området, der afgrænses af grafen for f(x), x-aksen og linjerne x = -2 og x = 3, kan derfor 
bestemmes ved

+ 15 - (-1 - 10) = — = 23,75.

Det område, vi har bestemt arealet af, ses på figur 13.
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7- 7

6-

fM = - 2 X + 5

-3 -2 -1
-1 •'

1 2 3 4 5 X

Figur 13

EKSEMPEL 6
Vi betragter funktionen f (x) = |x2. Det oplyses, at arealet mellem grafen for f(x) og 
x-aksen i intervallet [0; b] er 18. Vi vil bestemme b (se figur 14).

y 4*2

4 = 18

—i------------- »
b = ? X

Figur 14

Først bestemmes en stamfunktion til f(x):

= i f^x = i ^x2dx = ^x3 + k.

For at bestemme b skal vi i følge sætning 5 løse ligningen

fb
/ f{x}dx = 18

Jo

mht. b. Det gøres på følgende måde:

ib Jx2dx = 18
Jo 4

1 ib1 3 .12* Jo
12

■ b3 - ¿ • O3 = 18
12

1

= 18 4» —



Med følgende sætning formuleres en metode til at bestemme arealet mellem to grafer:

SÆTNING 6
Hvis funktionerne f(x) og g(x) er kontinuerte i [a; b], og g(x) f(x) for alle x i intervallet 
[a; b], er arealet af området mellem de to grafer i [a; 6] bestemt ved

(f(x)-g(x))dx.

BEVIS
På figur 15 er graferne for f(x) og g(x) afbildet i et koordinatsystem. Af figuren fremgår 
det, at g(x) < f(x) i hele intervallet [a; b].

For et passende valg af k kan vi parallelforskyde graferne lodret, således at de begge er 
ikke-negative i intervallet [a; b] (se figur 16).

Figur 15 Figur 16

Arealet af området mellem grafen for f(x) + k og x-aksen i intervallet [a; b] er

(f(x) + k)dx,

og arealet af området mellem grafen for g(x) + k og x-aksen i intervallet [a; b] er

(g(x) 4- k)dx.

Området mellem de to grafer i intervallet [a; b] kan bestemmes ved at trække det mind­
ste areal fra det største:

/ (f(x) + k)dx- / (g(x) + k)dx = / (f(x) + k) - (g(x) + k)dx

(f^-gÇx^dx.
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Læg mærke til, at sætning 6 ikke har som forudsætning, at f(x) og/eller g(x) er ikke-negative
Sætningen gælder således uanset hvor i koordinatsystemet, funktionernes grafer befinder 
sig, så længe g(x) s f(x) i det givne interval. Vi behøver derfor ikke at parallelforskyde gra­
ferne, men skal blot beregne det bestemte integral af forskellen på den 'øverste' og den 
'nederste' graf i intervallet.

EKSEMPEL 7
Graferne for funktionerne f (x) = -x2 + Jx og g(x) = Jx2 - 4x + 6 afgrænser et 
område, der har et areal. På figur 17 er området markeret.

Vi bestemmer x-koordinaterne til de to grafers skæringspunkter ved at løse ligningen 
f(x) = g(x) i CAS:

f (x) = g(x) 44 -x2 + |x = ix2 - 4x + 6 44 x = 1V x = 4.

Da g(x) < f(x) i intervallet [1 ; 4], bestemmes arealet af området i CAS på følgende måde:

r4 27
(fM - g(x))dx = — = 6,75.

Vi kan ved brug afsætning 6 udlede, hvordan det bestemte integral skal fortolkes i et interval, 
hvor f(x) 0. Der gælder følgende sætning:

SÆTNING 7
Hvis funktionen f(x) er kontinuert i [a; b], og f(x) i 0 i [a; b], er arealet af området mellem 
grafen for f(x) og x-aksen i intervallet givet ved

f(x)dx.

Figur 17



BEVIS
På figur 18 ses grafen for en funktion f(x), hvor f(x) 0 i intervallet [a; b]. Vi ønsker at 
bestemme arealet af det markerede område.

' y

o b----------- 1------------------------- 1---------->
X

Figur 18

Funktionen y = 0 er sammenfaldende med x-aksen. Fordi f^x) < 0 i [a; b], kan vi ifølge 
sætning 6 bestemme arealet af området mellem y = 0 og f(x) i [a; b] ved

rb eb
Areal = (0 - f^x^dx = - f(x)dx.

Ja Ja

EKSEMPEL 8
Om funktionen f(x) = 2x2 -2x-4 gælder det, at f(x) < 0 i intervallet [-1; 2]. Med CA 
bestemmer vi integralet af f(x) fra -1 til 2:

y f(x)dx = j (2x2 - 2x - 4)dx = -9.

På figur 19 er området mellem grafen for f(x) og x-aksen i intervallet [-1; 2] markere 
Ifølge sætning 7 har området følgende areal:

Areal = - ^ f{x)dx = -(-9) = 9.

-y

Figur 19



EKSEMPEL 9
Funktionen f(x) er givet ved f(x) = x2 - 8x + 13. Ved hjælp af CAS bestemmes følgende 
tre integraler:

Ff&dx^, í4f^dx = 0. i5f^dx = -l.
3 Ji A 3

Af resultaterne fremgår det, at bestemte integraler ikke altid har en positiv værdi.

Den geometriske fortolkning af de tre integraler fremgår af figur 20, 21 og 22:

På figur 20 er det blå område større end det gule. Derfor har det bestemte integral fra 1 
til 3 en positiv værdi j .

På figur 21 har det blå område præcis samme areal som det gule område. Derfor har det 
bestemte integral fra 1 til 4 værdien 0.

På figur 22 er området under x-aksen større end området over x-aksen. Derfor er det 
bestemte integral fra 1 til 5 negativt (-3) ■

Hvis vi integrerer en funktion f(x) over et interval, hvor f(x) har negative funktionsværdier, 
kan vi således ikke tolke integralets værdi som et areal. De områder, hvor f(x) har nega­
tive y-værdier, giver et negativt bidrag til integralet. Integralets værdi er i et sådant til­
fælde arealet af området over x-aksen fratrukket arealet af området under y-aksen. Hvert 
af integralerne ovenfor angiver således forskellen på arealet af det blå område (over 
x-aksen) og arealet af det gule område (under x-aksen).

Ønsker man at beregne det samlede areal af de farvede områder på figur 20, er man 
nødt til at dele op i intervaller. Grafen for /(x) skærer x-aksen i x = 4 — ~ 2,268.
Områdernes samlede areal kan beregnes på følgende måde:

f2,268
Areal = / f^dx- / f(x}dx = 3,46 - (-0,8) = 4,26. 

72,268



Almindeligvis vil man altid integrere over et interval, hvor det mindste tal i intervallet (venstre 
endepunkt) er nedre grænse i integralet, og det største tal (højre endepunkt) er den øvre 
grænse. Det er dog muligt at bytte om på grænserne med følgende definition:

DEFINITION 3
Lad f(x) være kontinuert i intervallet [a; b]. Da er integralet f(x)dx givet ved

f(x)dx = f(x) dx.

Bemærk, at denne definition sikrer, at få f(x)dx = F^b) - F^a) uanset den indbyr­

des beliggenhed af a og b.

EKSEMPEL 10
Funktionen f(x) har forskriften

f(x) = 3x+ 5.

f{x) er oplagt positiv i intervallet [0; 2].

Arealet T af området mellem f(x) og x-aksen i [0; 2] kan bestemmes ved

Q 2 o /o \
T= (3x + 5)dx = ^x2 + 5x = - • 22 + 5 ■ 2 - - • O2 + 5 • 0 = 16.

Jo L2 Jo 2 V2 /

Ombyttes grænserne 0 og 2, fås

(3x + 5) d>
Ê n2

INDSKUDSREGLEN
Når vi integrerer kontinuerte funktioner over intervaller, kan vi dele intervallet op i mindre 
intervaller og integrere i disse delintervaller. Der gælder følgende regel:

SÆTNING 8 (INDSKUDSREGLEN)
Hvis f(x) er kontinuert i intervallet /, og tallene a, b og c tilhører /, gælder følgende:
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BEVIS
Sætningen vises ved, at vi skriver højresiden i ligningen ud:

f f(x)dx + ^ f(x}dx = [F(x)]g +

= F(c)-F(a) + F(b)-F(c)

= F(b) - F(a) = / f(x)dx.

Sætningen gælder uanset den indbyrdes beliggenhed af a, b og c.

EKSEMPEL 11
Vi betragter funktionen med forskriften

x2 - 4x + 8 for X < 3

—X + 8 for X > 3.

På figur 23 ses grafen for f(x), og vi ønsker at bestemme arealet af det blå område, dvs. 
arealet mellem x-aksen og grafen for f{x) i intervallet [1 ; 6],

8-
7-
6- 
s-
4-
3-
2-
1 -

Figur 24Figur 23

Arealet af området kan bestemmes ved integralet

f{x)dx.

f(x) har imidlertid forskellige forskrifter i to områder, og vi benytter derfor indskudsreglen 
til at dele op i mindre intervaller:

T------- !------- 1------- 1------- 1------- 1------- 1-------ft------ 1----->

1 23456789x



Det ønskede areal er nu summen af to integraler, som angiver arealerne Ay og A2 (se 
figur 24). Ved håndkraft eller i CAS får vi, at

r3 26 21
Ai = / (x2 - 4x + 8)dx = — og A2 = (-x + 8)dx = —.

3 73 2

Arealet under grafen for f(x) i [1 ; 6] er dermed

. A 26 21 115
¿1 + 42 = — + T = 5T~19'17-O 2 O

2.5 KURVELÆNGDE
Vi skal se på, hvordan man bestemmer længden af grafen for en funktion f(x), der er diffe­
rentiabel i et interval [a; b]. På figur 25 ses et eksempel på grafen for en funktion f(x) og det 
stykke, vi vil beregne længden af.

Figur 25

Længden af grafen i intervallet [a: b] kan bestemmes på følgende måde:

SÆTNING 9 (KURVELÆNGDE)
Hvis f(x) er differentiabel i [a; b], er kurvelængden L af grafen for f(x) i intervallet [a; b] 
givet ved

L = i ÿù + ^(x)2^.
J 3

Ai
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Figur 28

Figur 30

Rumfanget af dette omdrejningslegeme kan bestemmes på følgende måde:

4-
3
2
1-

.¿ = 928'

y
1- L = 7,64

gM = sin X

Figur 29

2.6 RUMFANG
Vi skal nu se, hvordan det bestemte integral kan benyttes til at bestemme rumfang af 
såkaldte omdrejningslegemer.

På figur 30 ses grafen for en ikke-negativ, kontinuert funktion f(x) i intervallet [a; b]. Indtil nu 
har vi beregnet arealet mellem grafen for f(x) og x-aksen i intervallet [a; ö] (se figur 31).

Figur 31

Vi forestiller os nu, at grafen for f(x) drejes 360° om x-aksen (se figur 32). På denne måde 
fremkommer et såkaldt omdrejningslegeme, der svarer til, at hele området mellem x-aksen 
og grafen for f(x) er drejet 360° om x-aksen.
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SÆTNING 10 (RUMFANG AF OMDREJNINGSLEGEME)
Lad f(x) være kontinuert og ikke-negativ i intervallet [a; b]. Det omdrejningslegeme, der 
fremkommer ved at rotere grafen for f(x) 360° om x-aksen, har rumfanget

V = irj f(x)2dx.

Sætningen bevises i afsnit 2.7 efter sætning 14.

EKSEMPEL 14
På figur 33 ses grafen for funktionen f(x) = Vx i intervallet [0; 5]. I dette interval er funk­
tionen ikke-negativ og kontinuert. Omdrejningslegemet, der fremkommer, når grafen for 
f(x) roteres 360° om x-aksen i intervallet [0; 5] er vist på figur 34.

Ifølge sætning 10 kan rumfanget af omdrejningslegemet bestemmes på følgende måde:

V = i f^x)2dx = T{ / ^x^ dx = ir i x dx 
Jo Jo Jo

257T
2 '

EKSEMPEL 15
Vi betragter funktionen f(x) = 0,5x2 - 3x + 6,5 og den vandrette linje med forskriften 
g(x) = 4 (se figur 35). Graferne for de to funktioner afgrænser et område M, der har et 
areal (se figur 36)



Figur 35 Figur 36

De to funktioners grafer skærer hinanden for x = 1 og x = 5, og da grafen for g(x) er 
øverst i intervallet [1 ; 5], kan arealet af M bestemmes ved:

dx k 5,33.

Vi kan også beregne rumfanget af det omdrejningslegeme, der fremkommer, når punkt­
mængden M roteres 360° om x-aksen.

Først beregner vi i GAS rumfanget af det omdrejningslegeme, der fremkommer, når 
g(x) = 4 roteres 360° om x-aksen (se figur 37):

Vg = tt 42dx = 7t[16x]i = 64% « 201,06.

Dernæst beregner vi i CAS rumfanget af det omdrejningslegeme, der fremkommer, når 
grafen for f(x) roteres 360° om x-aksen (se figur 38):

f5 f5 , s 2
Vf = ir j f{xYdx = ir j ^0,5x2 — 3x + 6.5J dx = 29,87ir ~ 93,83.

Det ønskede rumfang bestemmes ved at trække det mindste rumfang fra det største (se 
figur 39):

VM = Vg - Vf = 201,06 - 93,83 = 107,23.



Der er hér tale om et omdrejningslegeme af form som en ring med cylinderformet yder­
side og en buet inderside (se figur 40).

I forlængelse af eksempel 15 formulerer vi følgende sætning, som kan benyttes til at beregne 
rumfanget af det omdrejningslegeme, der fremkommer, når punktmængden mellem to grafer 
roteres 360° om førsteaksen. Den figur, vi beregner rumfanget af, kan opfattes som et ring­
formet omdrejningslegeme.

SÆTNING 11 (OMDREJNINGSLEGEME MELLEM GRAFER)
Lad f(x) og g(x) være ikke-negative og kontinuerte i [a; b], og lad fi;x) > g(x) i [a; b]. Lad 
endvidere M betegne punktmængden mellem f(x) og g(x) i intervallet [a; b].

Rumfanget af det omdrejningslegeme, der fremkommer, når M roteres 360° om første­
aksen, er givet ved

V = 7r fÇx^dx-Trj g{x')^dx = TrJ ^x^-g^x^dx.


