Bevissamling i differentialregning
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Differentialkvotienten for kendte funktioner

Differentialkvotienten for en lineaer funktion
Saetning:
Den lineaere funktion med forskriften
f(x)=ax+b
er differentiabel med differentialkvotienten

f'(xo) = a.

Bevis:
Se beviset for seetning 1 i afsnit 3.3 i A2-bogen.



Differentialkvotienten for x?
Saetning:

Andengradspolynomiet med forskriften

flx) =x?
er differentiabel med differentialkvotienten
f'(xo) = 2x,.
Bevis:
Video:

En videogennemgang af beviset findes her: https://www.frividen.dk/differentialregning-a/ (veelg

video 16). Vaer dog opmaerksom p3, at hun i videoen skriver Af, og det er det samme, som vi

normalt kalder Ay.

Tekst:
Vi anvender tretrinsreglen:
1. Vibestemmer y-tilvaeksten:
Ay = f(xo + h) — f(xo) = (o + h)* — x5.
Jf. 1. kvadratsaetning er (x, + h)? = x3 + h? + 2x,h og indseettes dette i udtrykket
ovenover far vi, at
Ay = x% + h? + 2xoh — x§ = h? + 2x,h.
Vived altsd nu, at Ay = h? + 2x,h.

2. Vibestemmer nu differenskvotienten/sekanthaeldningen:

Ay  h?* +2xoh

h h =h+2x0.

Vived nu, atATy = h + 2x,.

3. Viundersgger nu, hvad der sker med differenskvotienten

Ay
7: h+2x0,

nar h gar mod 0. Da h ikke indgar i leddet 2x,, sa eendres dette led ikke, nar h gar mod 0.

Derimod vil leddet h ga mod 0, nar h gar mod 0. Saledes har vi fglgende:



. Ay
}ll_r)r(l)T = }ll_r)r(l)(h + 2x,) = 2x,,

Da graensevaerdien eksisterer, er f differentiabel i x,, og greenseveerdien er

: : : LA :
differentialkvotienten. Dvs. f'(x,) = }lm(l)% = 2x,. Beviset er hermed gennemfgrt.
-



Differentialkvotienten for x*
Saetning:

Tredjegradspolynomiet med forskriften

fl) =x°
er differentiabel med differentialkvotienten
f'(xo) = 3x5.
Bevis:
Video:

En videogennemgang af beviset findes her: https://vibkat-

my.sharepoint.com/:v:/g/personal/klj vibkat dk/EQdi3zgqlTIPmP4zsTEj j8B7axV u9nd 2N23RHT

ESFKw

Tekst:
Vi anvender tretrinsreglen:
1. Vibestemmer y-tilvaeksten:
Ay = f(xo + h) — f(x0) = (xo + h)® — x3.
Vived, at (xo, + h)3 = (xo + h) - (xo + h) - (xo + h), og ganger vi disse tre parenteser
sammen (prgv selv!), far vi at
(xo + h)3 = x3 + 3x5h + 3xh? + h3.
Indsaetter vi dette i udtrykket for Ay, far vi, at
Ay = (xg + h)3 — x3 = x§ + 3xgh + 3xoh? + h® — x3 = 3x3h + 3x,h? + h3.
Vived altsd nu, at Ay = 3xZh + 3x,h? + h3.

2. Vibestemmer nu differenskvotienten/sekanthaeldningen:

Ay  3x§h+3xoh®> +h® h-(3x§ + 3xoh + h?)
h h B h

Vived nu, atATy = 3x& + 3xoh + hZ.

= 3x& + 3x,h + hZ.

3. Viundersgger nu, hvad der sker med differenskvotienten

A
7}/ = 3x2 + 3xoh + h?,



nar h gdr mod 0. Da h ikke indgar i leddet 3x7, s3 andres dette led ikke, ndr h gdr mod 0.

Derimod vil de to gvrige led ga mod 0, nar h gar mod 0. Saledes har vi fglgende:
limA—y = lim(3x2 + 3x,h + h?) = 3x2
h-0 h h—-0 0 0 0

Da graensevaerdien eksisterer, er f differentiabel i x,, og greenseveerdien er

: : : LA :
differentialkvotienten. Dvs. f'(x,) = }lm(l)% = 3xZ. Beviset er hermed gennemfgrt.
-



Differentialkvotienten for kvadratroden af x

Saetning:
Funktionen

flx) =x
er differentiabel med differentialkvotienten

1
f'(xo) = 2 Jr

Bevis:
Video:

En videogennemgang af beviset findes her: https://www.youtube.com/watch?v=Q3WWjM2UvY8

Tekst: Se beviset for seetning 4 i afsnit 3.3 i A2-bogen.



Differentialkvotienten for 1/x

Saetning:
Funktionen
1

flx) = o

er differentiabel med differentialkvotienten
, 1
f'(xo) = _x_g-

Bevis:
Video:

En videogennemgang af beviset findes her: https://vibkat-

my.sharepoint.com/:v:/g/personal/klj vibkat dk/EZpR8LA6QFFLrAnLsIRSyT8BO1AEX5Eosqu LGmM

MvW4vg?e=snvFEV

Tekst:
Vi anvender tretrinsreglen:

1. Vibestemmer y-tilvaeksten:
1 1

Xo+h xo

Ay = f(xg +h) — f(xp) =
Brgkerne skal have den samme navner, fgr vi kan traekke dem fra hinanden. Derfor danner

vi fgrst en feellesnaevner for brgkerne ﬁ og xi ved at forlaenge hver brgk med den anden
0 0

brgks naevner (lighedstegn 2 nedenfor). Derefter traekker vi dem fra hinanden (lighedstegn

3 nedenfor):

1 1 l'xo 1'(xO+h)_xo_(xo+h)_ _h

x0+h x_():(xo‘l'h)'.xo_xo'(xo‘l'h)_ (x0+h)'x0 _(xo‘l'h)'xo

Ay =

—h

Vived altsa nu, at Ay = TR
0 A0

2. Vibestemmer nu differenskvotienten/sekanthaeldningen:

—h
A_y _ ((xo +h) 'x0> —h -1 -1

h h _(x0+h)-xo-h=(x0+h)-x0=x§+hx0




| lighedstegn 2 ovenfor bruger vi regneregel 12 i formelsamlingen. Vi ved nu, at Ah—y =

-1
xZ+hxg’

Vi undersgger nu, hvad der sker med differenskvotienten
by__ -t
h  x%+ hx
nar h gar mod 0. Teelleren i brgken afhaenger ikke af h og aendres derfor ikke, nar h gar mod

0. Naevneren x5 + hx, gr mod x2 for h gdende mod 0, og derfor far vi fglgende:

y Ay . -1 -1
im—=Ilm|(—————)=—-
h-0 h  h-0\xg + hxy,) x¢
Da graensevardien eksisterer, er f differentiabel i x,, og greenseveaerdien er

. Ay -1 .
im=~ = —2- Beviseter hermed gennemfgrt.
-0 0

differentialkvotienten. Dvs. f'(x,) = }1 —~



Bevis for regneregler

Sumreglen
Satning:
Hvis funktionerne f og g er differentiable i x(, sa er summen af dem ogsa differentiabel i x, med
differentialkvotienten
(f +9) (x0) = f'(x0) + g' (x0)-
Bevis:
Se beviset for seetning 2 i afsnit 3.4 i A2-bogen.

Produktreglen

Saetning:

Antag at funktionerne f og g er differentiable i x,. Sa er funktionen
J&) =f(x) - g(x)

differentiabel i xq med differentialkvotienten

J' (o) = f1(x0) - g(xo) + f(x0) - g" (o).

Bevis:

Video:

En kort gennemgang: https://vibkat-

my.sharepoint.com/:v:/g/personal/klj vibkat dk/ERKTJZWtGBIGq7jrrsHBvkgBglD0839sc527R63ZA
BBsfg?nav=eylyZWZlcnJhbEluZm8iOnsicmVmZXJyYWxBcHAIQiJPbmVEcmI2ZUZvck]1c2luZXNzliwic
MVmZXJyYWxBcHBQbGF0Zm9ybSI6lldIYilsInJIZmVycmFsTW9kZSI6InZpZXciLClyZWZlcnJhbFZpZXciO
iJNeUZpbGVzTGluaONvcHkifX0&e=vcnYEd

En lang gennemgang: https://vibkat-
my.sharepoint.com/:v:/g/personal/klj vibkat dk/ES1XLCZ4nX5BmQFbh5kKpjEBgxapFedSG6ttaEclC
asDIA?e=IK54IN

Tekst: Se beviset for seetning 4 i afsnit 3.4 i A2-bogen.



