Uddrag fra afsnit 2.2 i MAT A3 stx (ibog)

Seetning 1: Integralregningens hovedsatning, del 1

Lad f veere en ikke-negativ og kontinuert
funktion i et interval [a; b].

Lad endvidere arealfunktionen, A, vaere
fastlagt ved, at A(x) angiver arealet af
punktmeengden mellem x-aksen og grafen

for f i intervallet [a;x], hvor x tilherer [a; b].

Der geelder nu:
Al(x) = f(x)

Dvs. A er en stamfunktion til .

Bevis

Vi skal vise, at A(x) er en stamfunktion til f(x). Det vil med andre ord sige, at vi
skal vise, at A'(x) = f(x).

Vi minder om, at differentialkvotienten A'(xg) bestemmes ved at undersgge
differenskvotientens graensevaerdi for h — 0. Differenskvotienten for A(x) er
givet ved

A(xo + h) — Alxo)
; .

Malet er sdledes at undersgge, hvad der sker med denne brgk, nar h — 0.
Vi ser pa et vilkarligt punkt xq i Ja; b[ samt punktet xo + h.

Af hensyn til de figurer, der geres brug af i beviset, gar vi falgende antagelser
om f(x):
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 Tilvaeksten h regnes positiv, saledes at punktet x + h ligger til hgjre for
Xo-

* f(x) er voksende i et interval til hgjre for xo.

Disse betingelser er ikke ngdvendige for setningens gyldighed, men gor
beviset nemmere at gennemfare.

Pa figur 7 og 8 angiver A(xq) og A(xg + h) de markerede omraders arealer.
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Forskellen mellem A(xg) 0g A(xp + h) betegner vi med AA (se figur 9).
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Det geelder dermed, at
AA = A(xo + h) — A(xo).

Pa figur 10 er indtegnet to rektangler omkring grafen for f(x) i omradet
[Xo0; Xo *+ h]. Vi zoomer nu ind pa dette omrade af grafen:

f(x, + h)

Figur 11

Af figur 11 fremgar det, at figuren med arealet AA er sluttet inde mellem disse
to rektangler: Det ene rektangel har sideleengderne h og f(xp), 0g det andet
rektangel har sideleengderne h og f(xo + h). De to rektangler har arealerne

h - fixo) og h - fixo + h). Idet f(x) er voksende i intervallet [xq; xo + h], geelder det,
at

h-f(xo) < AA< h-f(xo+ h).

Da h > 0 kan vi dividere med h uden at a&ndre ulighedstegnene:
AA
f(xo) < B < f(xo + h).
Idet AA = A(xo + h) — A(xp), kan uligheden skrives sadan:

f(xg) <

A(xo + h/)7 — A(xo) o)
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Det midterste udtryk i denne ulighed er netop differenskvotienten for A(x). For
at vurdere, hvad denne differenskvotient gar mod, nar h — 0, bruger vi et
sakaldt "klemmeargument", idet vi undersager graensevaerdien for venstre og
hgjre side af uligheden:

* Fordi fixo) ikke afhaenger af h, geelder det, at f(xg) — f(xo) for h — 0.

* Fordi f(x) er kontinuert, geelder det, at f(xg + h) = f(xo) for h = 0.

A(xg+h)—A(xo)
h

Differenskvotienten er saledes "klemt inde" mellem to starrelser,

der begge gar mod fixp) for h — 0. Vi kan dermed konkludere, at

Alxo + h) — Alxo)
h

— f(xg) for h — 0.

Differenskvotientens graenseveerdi er f(xg) for h = 0, hvilket er ensbetydende
med, at A'(xo) = fixo). Da xg var et vilkarligt punkt i intervallet ]a; b[, geelder det,
at A'(x) = fix). A(x) er saledes en stamfunktion til f{x).

Man kan med sma modifikationer ogsa gennemfare beviset, nar h <0, og nar
fix) ikke er voksende til hgjre for xq. Det vil vi dog undlade hér.



