Differentialligninger

Supplerende noter til emnet differentialligninger. En del eksempler er gennemgaet
med lesning i TI-Nspire CAS. I disse eksempler er det meningen, at leeseren selv skal
indtaste de samme kommandoer i TI-Nspire og f& programmet til at give samme svar
som i teksten. Hvis en enkelt indtastning skulle drille, kan man som en sidste udvej
kopiere kommandoen (alt det med bld) direkte over i et matematikfelt i TI-Nspire.

DL.1 Introduktion

Ligningen
f'(x) =3x+2

er et eksempel pé en differentialligning. Nér vi omtaler udsagnet som en ligning er
det funktionen f, der er den ubekendte. Hvis vi skal lgse ligningen skal vi altsa finde
alle de funktioner, der gor udsagnet sandt, dvs. vi skal finde alle de funktioner, hvis
differentialkvotient er (x) = 3x + 2. Vi skal altsd finde alle stamfunktioner til /(x).
Vi kender losningen fra integralregning

f(x) :/h(x)dx:/(3x—|—2)dx:%x2+2x+k

Bemeerk at ligningen har uendeligt mange losninger: en losning for hver veerdi af k.
Funktionen med forskrift g(x) = 3x2 + 2x + 2 er én losning til differentialligningen
og kaldes for en partikuler losning. Den generelle losning f(x) = 3x* 4 2x +k, hvor
k er uspecificeret kaldes for den fuldstendige losning. En partikuleer losning og den
fuldsteendige losning er begge eksakte losninger, hvorved vi forstar, at lesningen har
en konkret forskrift, som vi kan kontrollere opfylder ligningen.

Differentialligningen i eksemplet kaldes for et stamfunktionsproblem, fordi lignin-
gen kan loses ved at integrere mht. x. I eksemplet er x den uatheengige variabel og
f(x) den afheengige variabel.
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DL.2 Definitioner

Definition DL.2.1. Ved en differentialligning forstds en ligning, hvor den ubekendte er en
funktion, og hvor den ubekendtes differentialkvotient indgir.

Bemarkning. Kert barn har mange navne og differentialkvotienten kan skrives pa
mange mdder. Her er et par eksempler
d d
v =f(x) =3 = (f(x)
I disse eksempler er den uafheengige variabel x og den atheengige variabel y =

f(x). Ofte vil disse variable have andre navne, s& kan man fx mede differentialkvo-

tienter skrevet som a1 P p
v, S S0, Zue) G
og utallige andre mader. I det sidste eksempel er t den uathaengige variabel, hvori-
mod x er den afhaengige variabel. Sddan en skrivemdde meder vi sjeeldent i matema-
tik, men ofte i fysik.
I det folgende vil vi bruge alle disse skrivemdder uden yderligere bemaerkning.

Eksempel DL.2.2. Ligningen
¥

Yy
er et eksempel pa en differentialligning. Her er det underforstaet at losningen er en

y

funktion af den uafheengige variabel x, dvs. vi leder efter en funktion, f, der opfylder

Bemeerk, at y erstattes med funktionen f, hvorimod, den uafheengige variabel, x, blot
bliver stdende. Begge skrivemader er accepterede mader at skrive differentiallignin-
gen pa.

Det er ikke let at geette en losning her, men det viser sig at funktionen med

forskrift
f(x) =+v2x3+16

er en af mange losninger (alle losninger har en form der minder om f, som vi skal se
i afsnittet om separable differentialligninger Afsnit(DL.11).

Opgave DL.2.3. Vis vha. keedereglen at f(x) = v2x3 + 16 er en losning til ' = %
Find en lesning mere til ligningen. Funktionen f er defineret for alle x > —2, geelder

det ogsa din lesning?

Matematik siges nogle gange, at vaere centreret om det at lose ligninger og i emnet
differentialligninger drejer det sig om, som vi sd ovenfor, at finde en funktion, der
opfylder differentialligningen.



At gore prove

Definition DL.2.4. En lesning til en differentialligning er en funktion, der gor ligningen
sand. Grafen for en losning kaldes for en lesningskurve.

Hvis man finder en konkret forskrift for en funktion, der er losning til en differen-
tialligning sa kalder vi funktionen for en partikuler losning. Hvis man finder samtlige
losninger til en differentialligning, sd taler vi om den fuldsteendige losning. En parti-
kuleer losning savel som den fuldsteendige losning er eksempler pd eksakte losninger,
hvor man har en forskrift, som man kan vise opfylder ligningen. I modseetning til de
eksakte losninger star sdkaldte numeriske losninger, hvor man enten ma opgive, eller
ikke er interesseret i den konkrete forskrift, men stiller sig tilfreds med en kurve, der
tilneermer en lgsningskurve.

Ovenfor har vi kun set pa differentialkvotienter af den ubekendte funktion, men
af og til optraeder differentialkvotienten af en differentialkvotient, en sakaldt dobbelt-
afledet ) )

v ==L = T )
eller i eksempler med andre variabelnavne
2 2 2
v, Sm S0, Sue), 5
Man kan ogsé se pd afledede af hojere orden, hvor man fx differentierer 4 gange

4 4
Y = F@(x) = flxz = %(f(x))

eller i eksempler med andre variabelnavne

d*l d* d*x

@ M@y 2 dtx
e W qalUe)

Definition DL.2.5. En differentialligning, hvor der kun optreeder differentialkvotienter af
forste orden kaldes for en forste ordens differentialligning. Huvis der optrader differen-
tialkvotienter af anden orden, men ingen hojere, taler vi om en anden ordens differential-
ligning. Huis der optreeder en differentialkvotient af n’te orden taler vi om en n’te ordens
differentialligning.

Vi vil primeert fokusere pd forste ordens differentialligninger.

DL.2.1 At gore prove
Eksempel DL.2.6. Differentialligningen
y' =8—4y

er af forste orden. Den har den partikuleere losning f(x) = 2 4 3¢~#*. Dette kan vises
ved at gore prove, hvor vi simpelthen indseetter forskriften i ligningen. Venstresiden
giver ved indseettelse af y = f(x)

Y = f(x) =3(—4)e ™ = —12¢ %
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Ved indseettelse pa hojresiden far vi
8—4y=8—4f(x) =8—-4(2+3¢") =8 -8 120 = —12™%

Vi ser at hojre- og venstreside giver samme resultat, sd f er en lesning til ligningen
" = 8 — 4y. Grafen for f er derfor en losningskurve for ligningen.

Vi kan ogsé se pa funktionen g(x) = 2 + 7e~**. P4 helt ssmme made som ovenfor
kan man vise, at g er en losning til differentialligningen. Vi skal senere se, at enhver
funktion af formen h(x) = 2 + ce~**, hvor c er et tal, er en lesning. Vi skal ogsa se, at
der ikke er flere losninger end netop funktioner af denne form.

Opgave DL.2.7. Vis h(x) = 2+ ce ** er en losning til y’ = 8 — 4y for alle veerdier af
c ved at gore prove.

DL.3 Begyndelsesvardiproblem

Ovenfor sa vi eksempler p4d, at differentialligninger har (uendeligt) mange forskellige
losninger. Men ofte er en differentialligningen ledsaget med en oplysning om, at der
eftersporges en losningskurve, der gir gennem et bestemt punkt. Som regel er det
specificeret ved at kreeve en bestemt funktionsveerdi for funktionen, den sdkaldte
begyndelsesverdi. Tit er det f(0), der specificeres, men andre x-veerdier anvendes ogsa.

Eksempel DL.3.1. Vi vil lose begyndelsesveerdiproblemet
y=8-4y, y(0)=3
Vi seger altsa en funktion f, der opfylder at
£(x) = 8- 4f(x)

og at f(0) = 3. Vi har allerede set ovenfor, at f(x) = 2+ ce™** loser differentiallig-
ningen, sd vi skal nu bestemme ¢ s f(0) = 3. Vi ser, at

3=f0)=2+ce*'=2+c® =2+¢

Dvs. at ¢ = 1, sa den eftersogte losning til begyndelsesveerdiproblemet er f(x) =
24 e 4

Losning i TI-Nspire CAS I TI-Nspire kan vi ogsa isolere konstanten c. Forst skal vi
sorge for at gemme det generelle udtryk for f

f(x) :=2+c- e ¥ Udfort
og derefter kan vi, som vi plejer, isolere c

solve(f(0) = 3,¢)» c=1



DL.4 Stamfunktionsproblemer

Vi kan ogsa vha. kommandoen right gemme svaret
¢ :=right(solve(f(0) = 3,¢))» 1
Vi har nu fundet losningen til begyndelsesvaerdiproblemet
fx)» e ™42

Opgave DL.3.2. Los begyndelsesveaerdiproblemerne (enten i handen eller vha. et
veerktojsprogram)

y=8-4y, y(0)=0

0g
Y =8—4y, y(-In(2)) =34

Y =

Figur DL.1: To lesningskurver til differentialligningen y’ = 8 — 4y

DL.4 Stamfunktionsproblemer

En helt seerlig type differentialligning er en ligning, hvor venstresiden er en dif-
ferentialkvotient og hejresiden er en funktion, der kun involverer den uafheengige
variabel.
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En sadan differentialligning kaldes et stamfunktionsproblem og lasningen kendes fra
integralregning. Ligningen siger nemlig intet andet, end at y er en stamfunktion til
h. Vi har allerede en skrivemdde for den fuldsteendige losning

Flx) = / h(x) dx

Hyvis vi bliver bedt om at finde en stamfunktion, hvis graf gar gennem et bestemt
punkt, sd er der tale om et stamfunktionsproblem med begyndelsesbetingelse

Eksempel DL.4.1. Vi vil lose stamfunktionsproblemet
I'(t) = sin(t) +2

med begyndelsesbetingelsen I(7r) = 47 + 1. Den fuldsteendige losning til differen-
tialligningen I'(t) = sin(t) 4+ 2 er (bemeerk den uafheengige variabel er ¢t og den
athaengige variabel er I)

I(t) = /(sin(t) +2)dt = —cos(t) + 2t + k
Vi isolerer k i ligningen I(7r) = 47+ 1
—cos(m) +2m+k=4m+1

—(-1)+2n+k=4m+1
k=2m

Forskriften for I er saledes I(t) = — cos(t) + 2t + 27t.

Losning i TI-Nspire CAS 1 TI-Nspire kan vi ogsa lose stamfunktionsproblemet.
Veer opmeerksom p4, at her optraeder sinus og cosinus som funktioner, sa husk at
indstille TI-Nspire til at regne i radianer.
Vi bestemmer forst stamfunktion til hejresiden af differentialligningen

ik(t) := integral(sin(t) + 2,t) + k» Udfort
Nspire laver selv notationen om til standard matematiknotation og skriver
ik(t) := /(sin(t) +2)dt + ke Udfort
Vi har fundet den forelebige forskrift
ik(t)» —cos(t) +2t+k
Vi kan isolere k i ligningen I(7r) = 4 + 1

solve(ik(rt) =4-t+ 1L k)» k=27



DL.5 Sproglig formulering af en differentialligning

og vi kan gemme som en betingelse pa k
kbetingelse:=solve(ik(7t) =4- 7w+ 1,k)» k=27
Vi gemmer nu den endelige forskrift for I
i(t):=ik(t) | kbetingelser Udfort
Nu har vi fundet forskriften for I(t)

i(t)» —cos(t)+2t+2-7
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Figur DL.2: Grafen for I

—~
N

t) = —cos(t) + 2t +

Opgave DL.4.2. Los stamfunktionsproblemerne med begyndelsesbetingelse
fi(t)=2t+4, f(0)=3
y'=0 y(0)=0
Y =¢"+12, y(In(2)) =2
DL.5 Sproglig formulering af en differentialligning

Differentialligninger beskriver hvorledes en funktion udvikler sig. Differentialkvo-
tienten (som jo indgdr i en differentialligning) er det samme som vaksthastigheden.
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I nogle sammenheenge har man ikke pa forhdnd givet en differentialligning. I ste-
det beskriver man udviklingen sprogligt. Det kan veere en beskrivelse af med hvilken
hastighed en bestemt population udvikler sig, eller en beskrivelse vha. tangentheeld-
ninger. Ndr vi opstiller differentialligninger pa baggrund af en sproglig forklaring
bruger vi vores viden om betydningen af de matematiske begreber.

Eksempel DL.5.1. Om en funktion f(x) oplyses det, at den vokser med en hastighed,
der er proportional med differensen mellem x og 2, hvor proportionalitetsfaktoren er
5. Vi vil opstille en differentialligning, der udtrykker denne oplysning.

Den hastighed hvormed funktionen vokser er differentialkvotienten f’(x). Diffe-
rensen mellem x og 2 er x — 2. Oplysningen om at f’(x) er proportional med x — 2
med proportionalitetsfaktor 5 kan saledes skrives

£/(x) = 5(x —2)

Opgave DL.5.2. Om funktionen f far vi at vide, at alle tangenternes heeldning er den
samme. Opskriv en differentialligning som f opfylder.

Opgave DL.5.3. Om funktionen f oplyses, at den er differentiabel, og at veekstha-
stigheden er proportional med differensen mellem 20 og funktionsveerdien. Propor-
tionalitetsfaktoren er 0,3. Bestem en differentialligning som f opfylder.

Opgave DL.5.4. Det oplyses om en funktion I(x) den vokser med en hastighed,
der er proportional med I(x), hvor proportionalitetsfaktoren er 0,41. Opskriv en
differentialligning som I opfylder.

Opgave DL.5.5. Om en differentiabel funktion U af tiden t oplyses det at vaekstha-
stigheden til tidspunktet ¢ er givet ved udtrykket > + 4t. Opskriv en differentiallig-
ning som U opfylder.

DL.6 Kbvalitativ analyse af en differentialligning

Uden at lose en differentialligning kan man godt udtale sig om fx udseendet af los-
ningskurver eller visse egenskaber, som en lesning nedvendigvis ma have. Her taler
man om en kvalitativ analyse, fordi man endnu ikke har en konkret forskrift at udtale
sig pa baggrund af.

Som det forste eksempel pd denne metode vil vi bestemme ligningen for tangen-
ten til en lesningskurve (uden at kende forskriften for den tilherende losning)

Eksempel DL.6.1. Vi ser pd differentialligningen

v =y(12—y)+12x



DL.6 Kvalitativ analyse af en differentialligning

Vi vil bestemme ligningen for tangenten til den lesningskurve, som gir gennem
punktet (—2,12). Antag at f er en lesning, hvis graf, gar gennem punktet (—2,12).
S4 er jo pa den ene side

fl(x) = f(x)(12 = f(x)) + 12x

og pa den anden side er f(—2) = 12.
Hvis vi vil bestemme en ligning for tangenten til grafen for f i punktet (—2,12)

kan vi bruge den generelle form for tangentens ligning
y = f'(x0)(x = x0) + f (x0)
Her er xo = —2 og f(x9) = f(—2) = 12. Vi kan udregne f’(xo)
f(x0) = f(=2) = f(=2)(12— f(—2)) +12- (—=2) =12(12 - 12) — 24 = —24
Det folger at ligningen for tangenten er
y=-24x—(-2)+12y=-24x—48+12 & y = —24x—36
Opgave DL.6.2. Om differentialligningen

Y =y+x)(y—x)

oplyses, at den har en lgsning, hvis graf gar gennem punktet (0, 2). Bestem en ligning
for tangenten til grafen for denne losning i dette punkt.

Opgave DL.6.3. Om differentialligningen

v =y(y —2x)

oplyses, at den har en losning, hvis graf gar gennem punktet (2,2). Bestem en ligning
for tangenten til grafen for denne losning i dette punkt.

Man kan ogsé blot veere interesseret i funktionens veeksthastighed til et bestemt
tidspunkt

Eksempel DL.6.4. Funktionen f er losning til differentialligningen
f'(t) = sin(27tt) + 3t

Vi onsker at bestemme funktionens veeksthastighed til tidspunktet t = 1.
Vi kunne gore dette ved forst at lose differentialligningen (der er tale om et stam-
funktionsproblem) og derefter differentiere og udregne f'(1).
I stedet vil vi, da det er meget nemmere, bestemme f'(1) direkte fra differential-
ligningen
f'(1) =sin(27-1)+3-1=sin(27) +3=0+3=3
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Opgave DL.6.5. Om en positiv funktion I oplyses, at den er losning til differential-
ligningen
dl

Det oplyses desuden at I(2) = 4,5. Bestem veaeksthastigheden for funktionen I til
tidspunktet t = 2.

Engang i mellem kan man ud fra differentialligningen bestemme monotonifor-

hold for (nogle af) losningerne. Vi vil illustrere metoden med et eksempel.

Eksempel DL.6.6. Om en bestemt population oplyses det, at antallet af individer N
til tidspunktet t (malt i degn) er losning til differentialligningen

12 — 6t
N'(t) = TNU)
Vi ensker at bestemme monotoniforhold for N. Vi lgser forst N'(t) =0
12 — 6t
N(t)=0& ——N({t)=0< (12—6t)N(t) =0-* =0 12— 6t =0V N(t) =0

12
Da N angiver antallet af individer, kan vi antage at N(¢) > 0. Vi ser at t = 2 er den
eneste losning til N’(t) = 0. Nar t < 2 sd er 12 — 6t > 0, dermed er N'(¢) > 0. Nér
t >2sder12—6t<0ogdermeder N'(t) < 0. Vi ser at N er voksende i intervallet
10,2] og aftagende i intervallet [2, c0[. Dermed er N storst nar = 2, hvor funktionen
har maksimum.

Ay

1000 T

Figur DL.3: En losningskurve herende til differentialligningen N’(t) = 1Z;°N(t).
Det ses at funktionen har maksimum, hvor = 2.
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Opgave DL.6.7. Vi ser igen pd en positiv funktion, I, der er losning til differential-
ligningen

dl
i (5—2t)-1

Bestem det tidspunkt hvor I er maksimal.

Opgave DL.6.8. (Svaer) Om funktionen f oplyses det, at f tilfredsstiller differential-
ligningen

y =y2-y)

Bestem funktionsveerdien i de punkter hvor vaeksthastigheden er storst mulig.

Opgave DL.6.9. Differentialligningen i’ = y(2 — y) har to lesninger, hvis grafer er
vandrette linjer. Bestem disse to lesninger.

DL.7 Linjeelementer og retningsfelter

Ved hjeelp af et veerktojsprogram som fx TI-Nspire kan man udvide den kvalitative
analyse af en differentialligning. Vi sd ovenfor, at man ud fra et givet punkt, kunne
bestemme en ligning for tangenten til losningskurven gennem det givne punkt. Hvis
man gor det for mange punkter (i praksis flere hundrede) og konstruerer et koordi-
natsystem, hvor man tegner en lille del af tangenten gennem hvert af punkterne, sd
kan man danne sig et visuelt billede af hvordan en lesningskurve maske kan forlebe.

Definition DL.7.1. Ved et linjeelement forstds et punkt (xo, yo) og en haeldning a. Linjeele-
mentet siges at hore til en differentialligning, hvis en losningskurve gennem punktet (xo, yo)
har tangentheeldningen a i dette punkt. Vi vil tegne et linjeelement, ved at tegne et kort
linjestykke gennem punktet (xo,yo) med heeldning a. Vi skriver (xo, yo, a) for linjeelementet,
eller, hvis vi vil gore det klart, at sidste del er en differentialkvotient (xo, Yo, ).

Hvis man tegner nok linjeelementer giver det et billede af, hvordan lesningskur-
ver ma forlebe. Husk nemlig, at hvis en losningskurve gar gennem en bestemt punkt,
sa kender vi dens tangentheeldning.

P4 Figur [DL.4 ses linjeelementer horende til differentialligningen y' = y(2 — y).
Figuren kaldes for et retningsfelt for differentialligningen. Det ser ud som om, grafer-
ne for funktionerne med forskrifter f(x) = 0 og g(x) = 2 opdeler koordinatsystemet
i tre dele. Vi har tidligere set, at disse grafer, faktisk er losningskurver. Vi ser ogsa at
en lesning, hvis lesningskurve, lober i delen over grafen for g er aftagende. Tilsva-
rende med en losningskurve, der lober i delen under grafen for f. I delen mellem
graferne for f og g er enhver tilherende losning voksende.

Opgave DL.7.2. Vis vha. differentialligningen i’ = y(2 — y), at en losning er voksen-
de i punkter hvor 0 < y < 2, men aftagende i punkter hvor y < 0 eller y > 2.
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Figur DL.4: Retningsfelt for differentialligningen v’ = y(2 — y)
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DL.8 Eksistens og entydighed af lasning

Pa Figur ses losningskurver og linjeelementer herende til differentiallignin-
geny’ = y(2 — y). Bemeerk at jo teettere grafen er pé et linjeelement jo bedre overens-
stemmelse er der mellem linjeelementets heeldning og grafens tangentheeldning.

y1 = 1 (21
d1: YS
(Xo,yTo): ((<x> , <y> )@ o

Figur DL.6: Indtasning af differentialligning i TI-Nspire

Retningsfelt i TI-Nspire CAS I grafmenuen i TI-Nspire kan man tegne et retnings-
felt herende til en given differentialligning, men kun hvis ligningen er skrevet pa
standardform, hvor venstresiden er differentialkvotienten til den aftheengige variabel
og hojresiden er et udtryk i den aftheengige variabel og x (som skal veere den uafheen-
gige variabel). I veerktejskassen veelges 3. Grafindtasning/Redigér og her velges
7. Differentialligning. Grafindtasningsfeltet beder nu om y1’ (man kan skrive noget
andet i stedet for y1, hvis man gerne vil). Hvis vi vil tegne et retningsfelt for diffe-
rentialligningen iy’ = y(2 — ), sa skriver vi y1-(2 — y1) i feltet. I anden linje kan man
indtaste en begyndelsebetingelse, hvis man ensker, at TI-Nspire forseger at finde en
numerisk lesning (mere preecist at finde en lesningskurve vha. en numerisk metode).
Hvis man klikker pd de tre vandrette prikker ude til hojre (Redigér parametre)
kan man eendre parametre for retningsfeltet. Til vores brug er den relevante parame-
ter Feltoplosning, som angiver hvor mange linjeelementer, der tegnes i hver reekke. En
feltoplesning pa 25 er fornuftig i de fleste tilfeelde.

Opgave DL.7.3. Tegn et retningsfelt horende til differentialligningen iy’ = y — x.
Forseg ud fra linjeelementerne at geette en lineeer funktion, der er lesning til dif-
ferentialligningen. Vis at du har geettet rigtigt ved at gore prove. Indtegn grafen for
funktionen sammen med retningsfeltet.

Opgave DL.7.4. Tegn et retningsfelt horende til differentialligningen iy’ = 2y + x.
Forseg ud fra linjeelementerne at geette en lineaer funktion, der er losning til diffe-
rentialligningen. Vis at du har geettet rigtigt ved at gore prove. Indtegn grafen for
funktionen sammen med retningsfeltet.

DL.8 Eksistens og entydighed af losning

Vi anferer folgende seetning, hvis bevis horer til i den temmeligt avancerede ende og
derfor ikke medtages her.

Seaetning DL.8.1. Givet et begyndelsesveerdiproblem

y' = U(x,y) og y(x0) = yo
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hvor U er et passende peent udtryk i x og y, sd findes én entydig funktion f som loser
problemet.

Bemarkning. At U skal vere et passende paent udtryk betyder, at alle de udtryk man
kan komme i tanker om opfylder forudseetningerne i seetningen. Seetningen siger, at
gennem et givet punkt i planen, gar preecist én lesningskurve til en given differen-
tialligning. Dvs. seetningen siger to ting: Gennem hvert punkt gér en lesningkurve.
Gennem hvert punkt gar der kun én lesningskurve.

Bemeerk at saetningen har som konsekvens at ingen lesningskurver kan skeere
hinanden. Grafen for en losning, der er defineret i alle reelle tal vil sdledes dele
planen op i to dele, hvor enhver anden lesningskurve, der er defineret for alle reelle
tal, vil veere helt i den ene af de to dele.

Folgende seetning er en konsekvens af entydighedsseetningen ovenfor, men kan
ogsa vises direkte. Det vil vi dog ikke gore her.

Satning DL.8.2. Huis en differentiabel funktion, f, opfylder at f'(x) = 0 for alle x i et
interval, 1, sd findes et tal ¢, si f(x) = c for alle x € I. Med andre ord er funktionen
konstant i intervallet.

DL.9 Eksponentiel vaekst

I beviset for den folgende seetning far vi ud over Saetning [DL.8.2 brug for for en
setning, vi tidligere har set. Det er produktregnereglen, som i matematikslang kan
formuleres séledes

(f(0)g(x)" = (f(x)) 8(x) + f(x) (§(x))’

Seetning DL.9.1. Lad k € R vere et tal. Differentialligningen

har den fuldstendige losning

Her er c € R en vilkirlig konstant.

Bemeerkning. Den sidste formulering i seetningen betyder, at for hvert eneste reelt tal
c sé findes der en losning til differentialligningen.

Bevis. Vi deler beviset op i to dele. En eksistensdel og en entydighedsdel. I eksistens-
delen skal vi vise at der eksisterer losninger til ligningen. Mere preecist skal vi vise,
at de losninger der er neaevnt i seetningen rent faktisk leser ligningen. I entydigheds-
delen skal vi vise, at der ikke er flere losninger, end de, der er naevnt i seetningen
(altsd at den fuldsteendige losning er entydig, eller at losningen er den fuldsteendige
losning).
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Eksistensdel Vi skal vise at f(x) = c-e** er en losning til y' = k - y. Vi indseetter
y = f(x) og udregner
V=@ =ck =k (cd) =k fx) =k-y

Entydighedsdel I denne del antager vi at funktionen g er en losning til y’ = k- y.

kx

Vi skal vise at g faktisk har samme form som f(x) = c- ¢, sa der altsa ikke findes

andre typer losninger til ligningen. At ¢ er en losning betyder at g er differentiabel
og at

g'(x) =k-g(x).
Vi definerer nu en hjelpefunktion

h(x) = e ®g(x).
Fordi & er et produkt af to differentiable funktioner, sa kan vi differentiere / vha.
produktreglen

W(x) = ()
= () ga) +e 7 (g(x))’
= ke Mg(x) +e kg (x)
= —ke ™ g(x) + ke Pg(x) =0
Vi ser at h'(x) = 0 for alle x og dermed findes et reelt tal ¢, sa h(x) = c. Vi ved nu at
e e(x) =c
og herfra folger, at

c
§0) = 5 = ¢+ = f(x)
Vi ser, at g faktisk er skrevet pd samme form som f, sd vi har fundet alle losninger. [

Eksempel DL.9.2. Vi vil lese differentialligningen i’ = 2y. Her er k = 2, og vi ser at
den fuldsteendige losning er

flx) = c-e
Vi kan ikke ud fra ligningen alene afgere, hvad c er.
Eksempel DL.9.3. Vi vil finde en funktion, f, der opfylder at f'(x) = —2f(x) og at

f(0) = 4. Der er tale om et begyndelsesvaerdiproblem. Her er k = —2, og vi ser at
den fuldsteendige losning er

f)=ce®

Ud fra oplysningen af begyndelsesbetingelsen f(0) = 4, kan vi bestemme c. Vi ser at
4=f0)=c-e?P=c-®=c-1=c
Den eftersogte losning er sdledes

fx) =4
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Losning i TI-Nspire CAS I TI-Nspire kan vi lose ligningen vha. kommandoen
deSolve (star for differential equation solve)

deSolve(y’ = 2y andy(0) =4, x,y)s y =4 ¢ '

Kommandoen har tre argumenter. Forste argument skal veere en differentialligning,
hvor differentialkvotienten skal indtastes som et meerke efter den afheengige variabel.
Ligningen kan som i eksemplet indtastes som et begyndelsesveerdiproblem, hvor den
egentlige ligning og begyndelsesbetingelsen er adskilt af et logisk og ( and ). Andet
og tredje argument er henholdsvis den uatheengige og den athaengige variabel (disse
to variabelnavne skal stemme overens med notationen i forste argument).

Hvis man vil gemme output fra deSolve, s& kommer man hurtigt i problemer,
men losningen er som folger: Vi skal skifte notation for den uatheengige varibel. I ste-
det for at bruge x som ovenfor, sa bruger vi x_. Forklaringen er, at nu kan vi gemme
forskriften i TI-Nspire uden at fa problemer. Serg ogsa for at bruge notationen y for
den afheengige variabel (og ikke fx f).

forskrift:=right(deSolve(y’ = —2-y and y(0) = 4,x_,y))» 4- e **-

Endeligt kan vi gemme vores lgsning som en funktion (her skifter vi tilbage til no-
tationen x for den uafheengige variabel, sd notationen passer med den oprindelige
ligning)

f(x) :=forskrift|x_ = x» Udfort

Vi viser forskriften (leeg meerke til, at den uafheengige variabel er x bade til hejre og
venstre)
fx)» 4. e 27

Eksempel DL.9.4. Vi ser pa differentialligningen

ds
ST 1,78 - s(t)

Her er den uafheengige variabel t og den afheengige variabel er funktionen s(t). Den
fuldsteendige losning til ligningen er

s(t) = c-et’8t

Uden yderligere information, kan vi ikke bestemme vaerdien af c.

DL.10 Forskudt eksponentiel vaekst

Seaetning DL.10.1. Lad a,b € R veere tal hvor a # 0. Differentialligningen

y=b—ay
har den fuldstendige losning
flx) = Z+c-e‘”x

Her er ¢ € R en vilkdrlig konstant.
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Bevis. Beviset bestar af to dele.

Eksistensdel Vi skal vise at f(x) = 24 c-e ™ er en losning til ¥ = b —a-y. Vi

T
indseaetter y = f(x) og udregner venstresiden

y=Ff(x)=c-(—a)-e™=—a-c-e

og derefter hejresiden

b—a-yzb—a<Z—|—c-e”x)

b _
=b—a-——a-c-e™
a

ax ax

=b—-b—a-c-e™=—-a-c-e”

Da venstresiden og hejresiden er ens, sa er f(x) en losning til ligningen.

Entydighedsdel Idenne del af beviset antager vi, at g erenlosning tily’ =b—a-y,
og vi skal vise, at der findes et ¢ € R, sd g(x) = 2+ c-e™™. At g er lesning til
ligningen betyder, at ¢’(x) = b —a - g(x).

Vi definerer nu en hjelpefunktion

) = g(x) —

Da h er opbygget af differentiable funktioner, s er h selv differentiabel og vi kan
bestemme differentialkvotienten

W (x) =g'(x)
=b—a-g(x)
= —a- (-t +g)
= —a-(g(x) - %)
= —a-h(x)
Vi ser, at ' (x) = —ah(x) for alle x, og dermed loser differentialligningen, der beskri-

ver eksponentiel veekst. Vha. Saetning |[DL.9.1 med k = —a findes nu en konstant c,
sa h(x) = c-e ™. Dvs.

Vi kan nu isolere g(x)

gx) =g +ce™

Vi ser, at ¢ har samme form som f, som ensket. O
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Bemeerkning DL.10.2. Hvis konstanten ¢ har veerdien ¢ = 0, sd er f(x) = g, altsd
den konstante funktion med veerdien g i alle punkter. Denne losning kaldes for den
trivielle lasning. Alle lesningskurver har grafen for den trivielle losning som vandret
asymptote. Grafen for en vilkarlig lesning er en parallelforskydning af grafen for
en eksponentialfunktion. Man omtaler derfor de ikke-trivielle losninger som forskudt
eksponentiel vaekst.

Eksempel DL.10.3. Vi vil lose begyndelsesveerdiproblemet
y'=5-2, y0)=2

Her er b = 5 og a = 2. Den fuldstendige lesning er derfor f(x) = 3 + ce . Vi
indseetter begyndelsesbetingelsen

2=f(0):§+ce :E—l—c
Vi isolerer c og ser, at
c=2-— >_ 1
B 2 2
Den eftersogte losning er derfor
5 1,
fx) = 5 5°

DL.11 Separable differentialligninger

I dette afsnit vil vi se pd en seerlig type differentialligninger, som ofte kan loses ved
at finde stamfunktioner. Denne type diffentialligning kaldes for separable differenti-
alligninger fordi den atheengige og uafheengige variabel kan behandles separat, altsa
hver for sig. I dette afsnit vil vi primeert bruge Leibniz-notation % for y’ fordi denne
notation geor det nemmest at huske, hvordan separable differentiallinger kan loses.

Definition DL.11.1. En seperabel differentialling er en differentialligning, der kan skrives
pd formen

Y — () 3(y)

Altsi skal venstresiden veere differentialkvotienten af y og hejresiden skal kunne faktoriseres i
to faktorer, der hver iseer kun indeholder enten x eller y.

Eksempel DL.11.2. Differentialligningen

d—y:3x-1

dx y

er separabel. Den er allerede skrevet pd formen som i definitionen med h(x) = 3x og

8y) =y
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Differentiallingen
2x2 . dl — L
dx  xy?

er ogsa separabel. Den kan nemlig omskrives sdledes

dy 11 1 1

22 x2 2% 42

|
=

Dvs. at h(x) = 21? og g(y) = ﬁ

Opgave DL.11.3. Omskriv folgende differentialligninger, og gor rede for at de alle er
separable. Find udtryk for h(x) og g(y) i alle eksemplerne.

a) W= (2x+2)- (2 +1) f) In(x) - /37 - 2 = xy — 2212
d _3,2

b) q =yvx 8) d%: 1y2x§-y+2

Q) ¥ =126 4 4x +3 R @ —xy—xty—1

d) x =y’ ) dr— 122 x
d

e)d—Z:y(Z—y) j)s.‘%: 2 _4

For en separabel differentialligning kan man komme teettere pd en losning ved at
bestemme stamfunktioner til i(x) og til funktionen k(y) = ﬁ. Dette er beskrevet i
folgende saetning.

Setning DL.11.4 (Losning af separable differentialligninger). Hvis en differentiallig-
ning med begyndelsesvaerdibetingelse y(xo) = yo kan skrives pd formen

Y h(x) -5(9)
hvor h(x) er kontinuert i et interval I, der indeholder xo, 0g g(y) er kontinuert og forskellig
fra 0 i et interval |, der indeholder yo, sd kan differentialligningen losninger beskrives som
folger:

Lad H(x) veere en stamfunktion til h(x) i intervallet I og lad K(y) veere en stamfunktion
til k(y) = g(lﬁ i intervallet J. Hois f(x) er en losning til begyndelsesveerdiproblemet, dvs.
f (x) opfylder differentialligningen og f(xo) = Yo, sd findes en konstant c € R, si y = f(x)
o0gsd er losning til ligningen

K(y) =H(x) +¢

Bemarkning DL.11.5. Konklusionen i seetningen kan ogsa skrives

/g(ly)dy:/h(x)dx

Bevis. Vi antager at y = f(x) er losning til g—y = h(x)-g(y), dvs.

Y —

f1(x) = h(x) - g(f(x))
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Velg nu stamfunktioner H(x) til h(x) og K(y) til k(y) = ﬁ, som i seetningen. Vi de-
finerer nu hjeelpefunktionen p(x) = K(f(x)) og underseger dens differentialkvotient.

Vha. keedereglen fas

p(x) =K(f(x) fl(x) = f'(x)

Bruger vi nu udtrykket for f'(x) sé far vi

Det folger altsd, at p(x) er stamfunktion til #(x). Dermed findes en konstant ¢ € R
saledes at p(x) = H(x) + c. Men heraf fas jo at

K(y) =H(x)+c O

Bemeerkning DL.11.6. Det er antaget i seetningen at /(x) er kontinuert, for si ved vi,
at der findes en stamfunktion. Det er antaget at g(y) er forskellig fra 0 og kontinuert,
for sa kan vi definere k(y) = ﬁ uden at komme i problemer med division med 0,
og det sikrer ogsd, at k(y) er kontinuert, sa vi kan finde en stamfunktion.

I praksis bruger man ikke seetningen direkte, men i stedet laver man en omskriv-
ning ligesom i integration ved substitution. Dette er forklaret i eksemplerne nedenfor.

Eksempel DL.11.7. Vi vil lose den seperable differentialligning

d 1
med begyndelsesverdibetingelse y(1) = 3.

Vi laver folgende omskrivning, som ikke er god matematisk skik, men som dog
fungerer godt i praksis: Vi ganger med y péd begge sider, og vi ganger ogsd med dx,
selvom man i virkeligheden ikke kan adskille teeller og naevner i %. Vi far

ydy = xdx

Nu er det fristende at seette integraltegn pa begge sider, s det gor vi
/ ydy = / xdx

2 =2 +k

Vi finder stamfunktioner

hvor k € R. Vi behover kun en ubekendt konstant pa den ene side af lighedstegnet,
da konstanter fra de to integraler kan samles i en.
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Vi vil isolere y, da vi leder efter lasninger y = f(x), og vi finder
yz = x4 2k

0g

y=+Vx2+2k

Da vi har begyndelsesbetingelsen y(1) = 3, sd ved vi, at vi skal bruge den positive

f(x) =V x2+2k

er vores forste bud pd en leosning. Indseetter vi det kendte punkt (1,3), s kan vi

losning, og vi ser, at

isolere k
f(1)=3 V1242k=3<1+2k=9<2k=8<k=4

Losningen til begyndelsesveerdiproblemet er altsa
f(x)=+vx2+8

Bemaerkning DL.11.8. Hvis vi sammenligner eksemplet med saetningen, s& ser vi at

h(x) = x og gly) = % Dermed er k(y) = 1 = y. Ifolge seetningen skal vi altsa

<

finde stamfunktion til k(y) = y og til h(x) = x, og seette dem lig hinanden péaneer
en konstant — men det var jo faktisk preecist det, vi endte med at gere i eksemplet.
Omskrivningen, hvor Z—Z opfattes som en brek og der indferes integraltegn, er altsa
en snedig mdde at huske konklusionen fra seetningen.

Eksempel DL.11.9. Vi vil finde alle losninger til

dy _ 3
dx y
Vi omskriver
ydy = 3x* dx
seetter integraltegn
/ ydy = / 3x%dx
og integrerer
%yz = x>+ ko

Isoleres y, sa finder vi (undervejs seetter vi k = 2kg)
Y =242k &y =+V2x3+k

Alle losninger har altsd formen f(x) = £+v/2x3 + k. Definitionsmengden findes ved
at lose 2x3 +k > 0, dvs.

2x3+k20®x32—§®x2\3/—§:—{‘/§
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I praksis bestemmer vi k og fortegnet ved kvadratrodstegnet ud fra begyndesesveerdi-
betingelsen. Fortegnet pa y-veerdien fra begyndelsveerdibetingelsen angiver fortegnet
ved kvadratrodstegnet og k bestemmes ved at indseette punktet.

Lad os findes losningen med f(4) = 12. Vi ser at

12=+v2-483+k

og dermed at fortegnet ved kvadratroden skal veaere +. Vi isolerer k
2=V2-8+ke144=2-£2+k=128+keok=144-128=16

Den sogte losninge er dermed

f(x) =v2x3416

Losningen er defineret for x > —¢ 76 = 2.

Eksempel DL.11.10. Vi vil undersoge differentialligningen % = k- y. Dette er en

separabel differentialligning, sd vi felger eksemplet ovenfor og skriver
1 dy = kdx
Yy

Indseetter vi integraltegn far vi

/ Ly = / kdx
Yy
og da vi kender stamfunktioner kan vi fortseette omskrivningen

In(ly]) = kx +c

Isolerer vi y far vi
|y‘ — ekx+c sy= iekx—&-c — o€ .ekx

Bemeerk nu, at ndr ¢ € R er en vilkdrlig konstant, sa er ¢ en positiv konstant. Nar
vi derfor ser konstanten +e‘, s kan vi {4 alle reelle tal padneer 0. Vi kan altsa skrive
losningerne som

f(x) = coe™
hvor ¢y € R, men ¢y # 0.

Vi kan genkende differentialligningen som eksponentiel vaekst. Vi genkender ogsa
losningen, paneer, at vi ikke finder den trivielle losning f(x) = 0. Det skyldes, at
h(y) = y ikke er forskellig fra 0 pa noget interval ], der indeholder 0, sa setningen
om separable differentialligninger kan ikke finde denne losning.

Opgave DL.11.11. I eksemplet har vi givet et nyt bevis for den fuldsteendige losning
til differentialligningen, der beskriver eksponentiel veekst. Forklar hvorfor forskudt
eksponentiel vaekst ogsa er beskrevet ved en separabel differentialligning, og giv
dermed et nyt bevis for den saetning.
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DL.12 Logistisk vaekst

I dette afsnit, vil vi behandle en vigtig type af differentiallignigner, hvis lesninger kal-
des logistisk veekst. Logisitisk veekst er en veeksttype, som for sma y-veerdier opferer
sig som eksponentiel veekst, men hvor vaeksten ikke er ubegraenset, men tveertimod er
begraenset opadtil af en ovre greense. Den gvre graense vil vi betegne M, og vi kalder
M for maetningsgraden eller baereevnen. Nogle kalder ogsa M for steady state, men den
logistiske differentialligning kan, som vi skal se, faktisk have to lesninger, der med
rette kunne kaldes steady state, da der er tale om et balancepunkt for vaeksten, sa
denne benaevnelse vil vi ikke bruge.

Seaetning DL.12.1 (Logistisk veekst). Lad a, M € R vere tal hvor a, M # 0. Differential-
ligningen

y=ay-(M-y)
har den fuldstendige losning

_ M
~ 14c-eaMx

f(x) =0celler f(x)
Her er ¢ € R en vilkdrlig konstant.
Inden vi gar til beviset, vil vi analysere ligningen. Vi finder nulpunkter for y’
Yy=0cay- M—y)=0y=0VM-y=0&y=0Vy=M

Bemeerk, at den konstante funktion f(x) = 0 er en losning. Vi ger prove og udregner
forst venstresiden

og derefter hojresiden

a-y-(M—y)=a-f(x)(M—f(x)) =a-0(M-0)=0

Den konstante funktion f(x) = M er ogsd en lesning (denne losning fas ved at
seette ¢ = 0 i lesningsformlen ovenfor) da venstresiden giver ¥’ = f'(x) = 0 og
M — f(x) = M — M = 0, sa hejresiden giver a - f(x)(M — f(x)) = 0.

De to konstante losninger f(x) = 0 og f(x) = M kaldes de trivielle losninger, og
udger hvert sit balancepunkt for lesningerne.

Enhver anden losning f har ingen punkter, hvor f(x) = 0 eller f(x) = M (pga.
untydighedsseetningen ovenfor Saetning @) og opfylder dermed ogsa at f'(x) er
forskellig fra 0 i alle punkter. Losningerne har altsa ingen ekstremumspunkter, og er
monotone i hele deres definitionsmeaengde.

Bevis. Beviset bestar af to dele.
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Eksistensdel Vi skal vise at f(x) = Hce%
indseetter y = f(x) og udregner venstresiden vha. keedereglen

I ) = -M a-c-M?. e *Mx
vy = - (M +c- e—aMx)Z (M tc- e—aMx)Z

erenlesningtily’ =a-y- (M —-y). Vi

¢ (—aM) e Mx =

og derefter hgjresiden
M M
ay-(M-y)=a- 1+c-e—aMx <M_ 1+c-e“Mx>

. aM? . 1
1+ c-eaMx 1+c-eaMx

_aM? 1+c-e M 1
T 14coeMx (1+c-e”Mx a 1—|—c-e“Mx)
aM? 1+c-e "My 1
T 14coe MY 14 c.emaMx
aM? c - e Mx

= 1_|_C,e—aMx.1_|_C,e—aMx
LZ-C-M2~€_“MX
= (1_|_C,e—aMx)2

Da venstresiden og hejresiden er ens, sa er f(x) en lesning til ligningen.

Entydighedsdel I denne del af beviset antager vi, at g er en losning til y' =a-y -
(M —y). Hvis g(x) = 0 i alle punkter, s& er g den trivielle losning og vi er feerdi-
ge. Hvis g(x) ikke er konstant lig 0, s er g(x) forskellig fra 0 i alle punkter (pga.

Satning [DL.8.1). Vi skal nu vise, at der findes et c € R, sd g(x) = Hce% At ger
losning til ligningen betyder, at ¢’(x) = a- g(x)(M — g(x)). Vi definerer en snedig
hjaelpefunktion
M
h(ix) = —— —1
" =5

Bemeerk at /1 er veldefineret, da g(x) er forskellig fra 0 i alle punkter.
Vi differentierer vha. keedereglen og benytter at g loser differentialligningen

W(x) = g‘ff (%) = g‘(jfz-a-gm(M—gu» - ;(”ffm—gw))
—aM? M

Dvs. at y = h(x) er en lesning til differentialligningen y' = —aMy, alts§ differenti-
alligningen, der beskriver eksponentiel veekst. Det folger nu af Setning [DL.9.1 med
k = —aM, at der findes et tal ¢ sa

h(x) =c-e "M

Vi kan nu isolere g(x) for nu er jo folgende udsagn jo ensbetydende (husk hvordan

h var defineret)
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B

=1+4c-e "M

g(x)
M= (1 +c- e_“M") -g(x)

)=—M
S = e
Vi ser, at ¢ har den enskede form og beviset er afsluttet. O

Seetningen om logistisk vaekst formuleres nogle gange pa en anden mdde, hvor
man ikke direkte kan se den naturligt evre graense for veeksten.

Seaetning DL.12.2. Lad a,b € R vere tal hvor a, b # 0. Differentialligningen

/

y=y-(b—a-y)

har den fuldstendige losning
b
f(x) =0celler f(x) = Hc"ﬁ
Her er ¢ € R en vilkdrlig konstant.
Bevis. Seetningen folger umiddelbart af ovenstdende Seaetning for differenti-
alligningen
y =y (b—a-y)

kan omskrives til (vi setter a uden for parentesen, ved at dividere med a i hvert led

'y (0o
y=ay-|\--y

Dette er differentiallignignen for logistisk vaekst, som vi allerede har behandlet, blot

inde i parentesen)

med M = g Dermed er ogsa aM = b, og vi ser at losningsformlen er precist som

pastdet i seetningen. O
Bemarkning DL.12.3. Hvis differentialligningen er skrevet pa formen
y=y-(b-a-y)

sd er er meetningsgraden M = %, hvilket omskrivningen i beviset viser.

Vi vil nu undersoge nogle egenskaber ved lesningerne til den logistiske differen-
tialligning.

Seetning DL.12.4. Lad f vare en ikke-triviel losning til den logistiske differentialligning
y =a-y-(M—y). Da gealder, at de to linjer med ligninger y = 0 og y = M er vandrette
asymptoter til grafen for f.
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Bevis. Vi vil kun vise tilfeeldet, hvor a og M har samme fortegn (typisk begge positi-
ve). Tilfeeldet med forskellige fortegn overlades til leeseren. Her geelder, at ndr x — oo,
s§ vil ¢ - e~ "M* _ (. Herfra ses, at nar x — oo, s§ vil

M
f(x)%m:M

_ M
1+ce—aMx

gar derfor mod 0. Dette viser det enskede. O

—aMx

Nar x — —oo, sa geelder at e vokser over alle greenser. Broken f(x) =

Opgave DL.12.5. Vis saetningen i det tilfeelde, hvor a og M har forskellige fortegn.

Bemeerkning DL.12.6. For en losning, hvis y-veerdier ikke ligger i intervallet [0, M], s&
er grafen delt i to dele. En med y-veerdier i intervallet | M, oo[ og en med y-veerdier i
intervallet | — o0, 0[. Det er sa den forste del, der har y = M som vandret asymptte,
og den anden del, der har y = 0 som vandret asymptote.

Tallet M kaldes for baereevnen eller meetningsgraden for funktionen f. Nar kon-
stanten ¢ > 0 og 2 og M er positive, sa gelder, at funktionen f vokser op mod meet-
ningsgraden nar x — oo. For sddan en losning kan vi undersege, hvor funktionen
vokser hurtigst.

Seetning DL.12.7. Lad a, M > 0 og lad f vere en losning til den logistiske differentiallig-
ningy' =a-y- (M —y). Skriv f(x) pd formen

_ M
1+ cemaMx

f(x)
Huis ¢ > 0, sd opnds den storste vaeksthastighed for funktionen f i det punkt, hvor f(x) = %

Bevis. Betingelsen om at ¢ > 0 sikrer at 0 < f(x) < M. Vi skal undersoge, hvornar
f'(x) = y' er maksimal. Bemeerk, at y' = —ay? + aMy, som er et andengradspoly-
nomium i y. Andengradspolynomiet har de to redder y = 0 og y = M og koef-
ficienten til leddet y? er negativ. Maksimum for andengradspolynomiet opnds der-
for nar f(x) = y = ¥ som ligger midt mellem de to redder. Bemeaerk ogsa, at da
0 < f(x) < M, séa er veeksthastigheden for f altid positiv. O

Opgave DL.12.8. Hvor stor er den maksimale veaeksthastighed for en lgsning som i

saetningen?
Opgave DL.12.9. a) Hvorfor er det antaget i seetningen, at M > 0?
b) Formulér og bevis en seetning for tilfeeldet, hvor a < 0.

Pa Figur ses to losningskurver herende til den logistiske differentialligning
Y =y-(2—y). Herer M = 2,58 & = 1. De to losninger har maksimal vakst-
hastighed nar y = 1, dvs. at lesningskurverne er stejlest netop der, hvor de skeerer

linjen med ligning y = 1. P4 figuren er tangenterne til losningskurverne indtegnet i
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Figur DL.7: To lesningskurver herende til den logistiske differentialligning i’ = v -
(2-y).

netop disse skeeringspunkter. Det ses af figuren, at grafen er stejlest i disse punkter,
og at tangenterne er vendetangenter, dvs. at grafen skifter konveksitetsforhold, fra at
krumme opad til at krumme nedad. Det ser ogsd ud som om x-aksen og linjen med
ligning y = 2 er vandrette asymptoter til de to grafer.

DL.12.1 Alternativt bevis for setningen om logistisk vaekst (vha.
separation af variable)

Vi afslutter dette afsnit med et alternativt bevis for setningen om logistisk veekst,
denne gang vha. separation af variable.

Alternativt bevis for Seetning [DL.12.1|vha. separation (gennemgds ikke). Vi kan ogsa give
et andet bevis, ved at bemeerke at differentialligningen herende til logistisk vaekst er
separabel. Vi laver kun beviset i det tilfeelde hvor 0 < y < M. Bemeerk at bdde y og
M —y er positive (M —y > M — M = 0). Lad os omskrive, som nar vi loser separable

differentialligninger
1

—  _dy=adx
y-M—y)

og dermed

/N}I_y)dy:/adx
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Det viser sig at veere smart, at gange ligningen igennem med M, sa det gor vi og
tar

M n
/:V‘(Z\/I_y)dy—/ﬂde—ﬂMx+C0

For at finde stamfunktion til k(y) = % bemeerker vi at
A, B _AM-y) By AM-y)+By AM+(B—A)-y
y M-y y-M-y) yM-y) oy (M-y) y-(M—y)

Hvis vi derfor pd snedig vis veelger Aog Bsd A=10gB— A =0, altsdsd A =1og

B=1,saer

M 1
+7

1
y-M-y) y M-y

Vi kan altsa bestemme
: M 1 1
— - dy = / —dy + / —d
/y%M—w;y v M=y

Det forste integral kan uden videre bestemmes (da y > 0)

1
[y =) + ki

Yy

ds

I det andet integral bruges substitution s = M —y, sd er ay = —1og altsd er dy = —ds,
viser at (da M —y > 0)

1 1 1
/M_yW—/S“”“——/S%——mwb+b——mM—w+b
Altialter

dy=In(y) +k1 —In(M —y) + k

_ y
_ln<M—y> +k

hvor k = ki + k. Anvender vi nu eksponentialfunktionen pa begge sider, sa far vi

1
ﬂMx+C :/7
")y M-y

eaMx+CO — eh‘(ML—»JFk — e]n(%_y)ek — L . ek
-y
Dermed er

eaMx—b—m — My ; ‘ek P (M _y)eaMx+co — yek PN

MeaMx—l—co o yeaMx+co — yek o MeaMx+c0 — yek _|_yeaMx+c0 o

MeaMx—i—co — y(ek + eaMx+c0)

Det folger at
MeaMx+c0

y= ek + etMx+co
Forleenges broken med e "M¥~% f3s
B M B M
y= e—aMx—copk 1 1 1 + ek—cop—aMx

Vi genkender udtrykket fra seetningen, hvis vi seetter ¢ = k=<, O
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DL.13 Temarapport

Som afslutning pa forlebet om differentialligninger skal I udarbejde en temarapport.
Temarapporten skal handle om felgende saetning, der omhandler den linezere forste
ordens differentialligning med variable koefficienter.

Satning DL.13.1. Lad a(x) og b(x) vere kontinuerte funktioner. Lad A(x) veere en stam-
funktion til a(x). Differentialligningen

har den fuldstendige losning

/b %) dy e~ AW

Bemaerkning. Husk at symbolet [ b(x)eA¥) dx er en samlet betegnelse for alle stam-
funktioner for funktionen med forskr1ft g(x) = b(x)eA™). Da der er uendeligt mange
stamfunktioner til ¢ (man kan finde én og leegge en vilkarlig konstant til, sd har man
en ny), sd er der uendeligt mange losninger i udtrykket for f. For at man ikke glem-
mer, at der er uendeligt mange losninger skrives losningsformlen undertiden (f.eks.
i den officielle formelsamling) som

/b ) dx e~ A0 4 ge=AW)

Her er det sd underforstaet, at man ved udregning af integralet blot veelger én stam-
funktion til i(x) = b(x)eA™),

Differentialligningen skrives af og til, f.eks. i den officielle formelsamling, om pa
formen

y +a(x)-y=b(x)

Losningsformlen er den samme som i seetningen.

Opgave DL.13.2. a) Gennemfer et bevis for seetningen. I entydighedsdelen er det en
god idé at indfere funktionen

hvor g er en losning til differentialligningen.
b) Les differentialligningen ¢ - % +y —cos(t) = 0,t > 0 vha. seetningen.

¢) Find mindst en eksamensopgave, der kan loses vha. saetningen, men som ikke
kan leses vha. af de tidligere seetninger, vi har set. Eksamensopgaven skal veere et
eksempel pa en konkret anvendelse af differentialligninger. Los eksamensopgaven
bade uden Nspire (skrives i hdanden) og med Nspire (brug deSolve).



30

Kapitel DL. Differentialligninger

d) Skriv 5-10 linjer om modellering vha. differentialligninger med udgangspunkt i
den loste eksamensopgave.

e) (Frivilligt) Benyt seetningen til at give et nyt bevis for saetningen om forskudt
eksponentiel vaekst.
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