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Kurveleengde for en parameterkurve

Saetning

Lad s(t) = (;Eg) veere en differentiabel vektorfunktion, hvor de afledede koordinatfunktioner

x'(t) og y'(t) er kontinuerte. Leengden L af parameterkurven for § i intervallet [a, b] kan
bestemmes ved

b
L= f \/(x’(t))z +(y'(6))" dt.

Bevis
Vi starter med at indfere en kurveleengdefunktion:
L(t) = leengden af parameterkurven for s i intervallet [a, t].
Pa figuren nedenfor er L(t) er leengden af den bla del af kurven mellem punkterne P, og P;.

y
P, Py

\ X
Om funktionen L(t) geelder, at

e L(a)=0
e L(b) =L, dade begge betegner leengden af parameterkurven i intervallet [a, b].

For at bevise saetningen, vil vi vise, at funktionen L(t) er differentiabel med differentialkvotient

L(t) = J (' ®) + (' ®)".

Med andre ord viser vi, at L(t) er en stamfunktion til |(x'®))* + (v'(©))’. Hvis dette er vist, s& kan vi
nemlig udregne fglgende:

b
j \/(x’(t))z ) de =L =Lb) L@ =L—0=L,
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hvilket vil afslutte beviset. Bemaerk, at integralet giver mening, da vi har antaget, at x'(t) og
y'(t) er kontinuerte, sa integranden er kontinuert og har dermed en stamfunktion iflg.
integralregningens hovedsaetning.

Viviser nu, at L(t) er differentiabel med differentialkvotient L'(t) = \/(x’(t))z +(y'(®)” ved brug

af tretrinsreglen og en geometrisk analyse. Vi vaelger saledes et tilfeeldigt tal ¢ i intervallet
]la, bl.

Vi opskriver differensen

L(to + h) — L(¢o),
hvor h er en lille tilvaekst, der enten kan vaere positiv eller negativ. Vi vil i det falgende ngjes
med at se pa det tilfeelde, hvor h er positiv. Tilfeeldet, hvor h er negativ, kan behandles pa stort
set samme made.

Differensen L(t, + h) — L(t,) er leengden af kurvestykket mellem punkterne P,  og P; ,p
(markeret med blat pa figuren nedenfor). Som det ogsa fremgar af figuren er denne laengde
tilneermelsesvist lig med leengden af hypotenusen i den retvinklede trekant, der har

kateterne Ax og Ay.
y Pl’o +h
)/(to + h) 7] )
Ay
y(to) 1 | $
x(t,) x(tol-l- h) X

Med Pythagoras’ seetning geelder derfor tilnaermelsen
(L(to + B) — L(t))” = (Ax)? + (Ay)? )

L(to + h) — L(ty) = /(Ax)? + (Ay)?
Jo teettere h er pa 0, desto bedre er tilnaermelsen.
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Trin 2:
Vi opskriver differenskvotienten og omskriver:

L(to+h)—L(to) _ (Ax)*+(Ay)?

h h

V(Ax)2+(Ay)?

N
_ [an2+@y?
~ [SE

)
)
)
)

- x(to+h)—x(to)) 2 y(to+h)—y(to)\?
 J(ee)y (e

Trin 3:

Vilader h = 0 og undersgger differenskvotientens greenseveerdi. Fra trin 2 ved vi, at

L(ty+h) = L(to) _ |(x(ts+h) —x(te)\* | (¥t + ) = y(ts)*
s ) ()

Da tilneermelsen bliver bedre, desto teettere h er pa 0, kan vi konkludere, at de to udtryk har
samme greenseveerdi:

_ (L(to +h) — L<t0>> _ j(x(to +h) — x(to>>2 (y(to +h) — y(to>>2
lim = lim + .
h>0 h h=0 h h

Davived, at x(t) og y(t) er differentiable, sa geelder, at
_(x(to + h) — x(t,) o
zlfi%( h = x'(to)
_ [y(te +h) —y(ty) o,
}gg&( A =y (to)
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Samlet set far vi dermed, at

i (At LE)) _ i ( \/ (x(t0+hz—x(to))2 N (Y(to"'hz—J’(to))z)

- @) + (@)’

Da differenskvotienten har en greenseveerdi for h — 0, sa er L(t) differentiabel i t,, og

greensevaerdien er lig med differentialkvotienten. Altsa er L' (t,) = J(x’(to))z + (y’(to))z, ogdat,

er valgt vilkarligt, s geelder generelt, at

M0=J@v»ﬂ{y@f.

Dette afslutter beviset.

Kilde
Ovenstaende er en uddybet version af beviset i afsnit 6.9 af ibogen MAT A3 stx.



