Satning: Integralregningens hovedsaetning

Lad f veere en ikke-negativ funktion og kontinuert funktion i intervallet [a; b].
Sa er arealfunktionen A(x), der angiver arealet under grafen for f fra a til x, en stamfunktion til f.

Dvs. A(x) er differentiabel, og A'(x) = f(x).

Bevis
Vi antager, f (x)er kontinuert, ikke-negativ i [a;b]

Vi antager, at f(x) er voksende og viser det kun i det tilfeelde. Desuden antager vi, at x > x,.

Vi gnsker at vise at A(x) er differentiabel, ogat A’ (x) = f(x).

A(x)-A

For at vise differentiabilitet skal vi bruge tretrinsreglen til at vise at sekanthaeldningen Ax)-Alxo) har
0

en graensevaerdi nar x — x,.

1. trin: opskriv sekanthaldningen

Da vi ikke kender nogen forskrift for A(x) kan vi ikke bruge tretrinsreglen, pa samme made som vi har
gjort tidligere, og vi vurderer derfor med arealer for at opskrive sekanthaldningen for A(x).

Vi tegner grafen for en voksende, ikke-negativ, kontinuert funktion f (x) i intervallet [a;b]

Vi markerer tre forskellige omrader imellem x, og x.

Arealet af det gule omrdde Arealet af det grgnne Arealet af det réde omrade
er (x —xg) - f(xg) omrdde er A(x) — A(xy) er (x —xg) - f(x)



Det mindste areal er rektanglet pa figuren laengst til venstre f(x,) - (x — x,) (Hgjde-bredde)

Det stgrste areal er rektanglet pa figuren langst til hgjre f(x) - (x — x¢)

Derfor kan vi skrive fglgende ulighed:

Areal (lille rektangel) < Areal af det gule omrade < Areal (stort rektangel)
f (o) (x = x0) < A(x) — A(xo) < f(0)(x — x0)
Da x — xy > 0 kan vi dividere med x — X, i uligheden uden at skulle vende ulighedstegnene.

A(x) — Alxo)
X — X,

f(xo) < < f()

A(x)—A(xo) e
X—Xo

Vi bemaerker, at vi nu endelig har faet udfgrt 1. trin i tretrinsreglen, da r

sekanthaldningen, som vi skal vise har en graensevaerdi.

Vi kan ikke omskrive sekanthaeldningen for A(x), sa vi skal nu til 3. trin i tretrinsreglen.

3. trin: Vi finder greensevardien ved at lade x — x,.
f(xo) = f(xp) for x = x, (tallet f(x,) afhaenger ikke af x).

Da f er kontinuert geelder at f(x) — f(x,) for x — x,.

Men da w er klemt inde mellem f(x,) og f(x), ma w - f(x,) for x = x,.
—Xo —A0
Konklusion

Da sekanthaldningen for A(x) har en graensevaerdi for x — x, er A(x) differentiabel i x, med
differentialkvotient f(x,).

Da x,er valgt vilkarligt geelder generelt, at A'(x) = f(x). Dvs. A(x) er differentiabel for x € [a; b] og
er dermed ogsa en stamfunktion for f.



