Vakstegenskaber for udvalgte funktioner
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Absolut og relativ vaekst

Forestil dig at en vare koster 200 Kr. og at denne pris stiger med 15 kr. Sa bliver den nye pris
200 kr + 15 kr = 215 kr
En sddan prisstigning, hvor prisen vokser med en fast stgrrelse kaldes for en absolut tilveekst.
Lad os nu sige at prisen i stedet for stiger med 15%, sa bliver den nye pris
1,15- 200 kr = 230 kr

Nar prisen stiger med en fast procentsats, sa taler man om relativ tilvaekst.

Bemaerk, at nar prisen pa 200 kr. vokser med en relativ tilvaekst pa 15%, sa svarer det til en absolut

tilveekst pa 30 kr.

Vakstegenskab for linezere funktioner
Lineaere funktioner har en forskrift pa formen

f(x)=a-x+b

Og grafen for enhver lineaer funktion er en ret linje (det kan man bevise @)). Der gelder fglgende
vaekstegenskab for linezere funktioner:

Saetning 1

For den lineaere funktion med forskrift
f(x)=a-x+b
geelder:

o Nar x vokser med 1, sa vokser f(x) med a
o Nar x vokser med Ax, sa vokser f(x) med a - Ax

Bevis

Vi beviser fgrst den fgrste vaekstegenskab. Vi tager
udgangspunkt i en vilkarlig x-veerdi. Den tilhgrende T
funktionsveaerdi, vil da veere

fx+ 1}

fx)=a-x+b
Vi har altsa et punkt pa grafen for f med koordinatsaet fT
(x, f(x)) - se ogsa figuren til hgjre. /

Lader vi nu denne x-veerdi vokser med 1 far vi, at den

tilhgrende funktionsveerdi er f(x + 1), svarende til at

~




punktet med koordinatsaet (x + 1, f (x + 1)) ligger pa grafen for f (se figuren). Regner vi lidt pa
funktionsveerdien f(x + 1) far vi

fx+1D)=a-x+1)+b
f(x+1)=a-x+a+b
fx+1)=a-x+b+a
Ogda f(x) = a - x + b kan vi nu omskrive ovenstdende til
fx+1)=fx)+a

Altsa ser vi nu, at nar x vokser med 1, sa vil funktionsvardien vokse med a, som ogsa er illustreret pa
figuren ovenfor.

Beviset for den anden vakstegenskab forlgber helt

tilsvarende. Vi vaelger igen en vilkarlig x-veerdi svarende

til punktet med koordinatsaet (x, f(x)) pa grafen for f - se flxr AK)
figuren til hgjre. Lader vi nu denne gang x-vaerdien vokse

med Ax, sa vi stdr med den nye x-vaerdi, x + Ax. Den £t
tilhgrende funktionsveerdi vil da vaere
fx+Ax)=a-(x+Ax)+b /

fx+Ax)=a-x+a-Ax+Db
fx+Ax)=a-x+b+a-Ax
Endnu en gang udnytter vi, at f (x) = a - x + b og omskriver til
fx+Ax)=f(x)+a-Ax
Vi ser nu, at nar x vokser med Ax, sa vil funktionsvaerdien vokse med a - Ax.

[]

Det vil altsa sige, at en absolutte tilveekst i x-veaerdi pd Ax, giver en absolutte tilvaekst i funktionsveerdi
pa a - Ax og dette er uafthaengig af udgangspunktet - dvs. det er uathaengigt af hvilken x-veerdi, vi
starter ved!. Lidt kort skriver man ogsa, at lineaer vaekst er (4, +)-vaekst. I tabelform kan
vaekstegenskaben illustreres sddan her:

X | x+1 X | X+ AX
f ) I f(&)fa f (x) “f(xhra-AX

1 Dette kan man se ved, at tilvaekst a - Ax ikke atheenger af det valgte udgangspunkt, som her var x.



Eksempel

Betragt den lineaere funktion med forskrift
fx)=2-x—4

Her er a = 2 og b = —4. Grafen for f kan ses pa figuren til
hgjre. Den fgrste veekstegenskaber siger, at nar x vokser
med 1, sd vokser f(x) med a = 2. Dette er illustreret med
den lysergde trekant pa figuren.

Den anden vakstegenskab siger, at hvis x f.eks. vokser
med Ax = 3, sd vokser funktionsvaerdien med

a-Ax=2-3=6.
Det er illustreret med den grgnne trekant.

Laeg meerke til at dette geelder uanset hvor pa grafen, vi
starter med at gd 1 eller 3 til hgjre. Det er det der menes,
nar man siger, at tilveeksten er uafthaengig af
udgangspunktet.

Vakstegenskab for eksponentialfunktioner

Eksponentialfunktioner har en forskrift pa formen
fGx)=b-a*
hvora,b > 0oga # 1.

Der geelder fglgende vaekstegenskab for eksponentialfunktioner:

Szetning 2

For eksponentialfunktionen med forskrift
fG)=b-a”
geelder:

o Nar x vokser med 1, sa bliver f(x) ganget a
o Nar x vokser med Ax, sa bliver f(x) ganget a®*




Bevis

Vi veelger en vilkarlig x-veerdi, hvor den tilhgrende funktionsveerdi vil veere

f(x)=»b-a*

Pa grafen for f svarer dette til, at vi har et punkt med koordinatseet (x, f(x)) - se figuren. Lader vi x-
vaerdien vokse med 1, far vi funktionsvaerdien

fx+1) =b-a**! 1

Ved hjelp af potensregnereglen a?*? = a? - a? kan vi nu
omskrive til

fles )4
f(x+1)=b-a*-a

Substituerer vi nu b - a* med f(x) fas

f+D) =f(x)-a

Altsa ser vi, at nar x vokser med 1, sa bliver f(x) ganget
med a, hvilket ogsa er illustreret pa figuren til hgjre.

f(x) A

/

Den anden del af beviset forlgber tilsvarende. Vi veelger en vilkarlig x-veerdi med tilhgrende
funktionsveerdi

f(x)=»b-a*

Denne gang lader vi x vokser med Ax. Da fas funktions-
vaerdien

f(x +Ax) =b-a*+2*

i+ Ay\}

Det svarer til, at vi har et punkt pa grafen for f med
koordinatsaet (x + Ax, f (x + Ax)) - se figuren til hgjre.
Ovenstdende udtryk omskrives igen vha. den
potensregneregel, som vi lige har brugt

fCx+Ax) =b - a* - ab* foo L

Ogdab - a* = f(x) farvi
f(x + Ax) = f(x) - a®*
Altsa nar x vokser med Ax, s bliver f(x) ganget med a®*, hvilket ogsa fremgar af figuren herover.

[

Det vil sige, at en absolut tilvaekst i x-vaerdi pa 1, giver en relativ tilvaekst i funktionsveerdi pa (a — 1) -
100% (husk pa at gange med a svarer til at leegge (a — 1) - 100% til). Og en absolut tilveekst i x-veerdi
pa Ax, giver en relativ tilveekst i funktionsveerdi pa (an — 1) - 100%. Lidt kort kan man skrive, at
eksponentielvaekst er (+,-)-vaekst. I tabelform kan vaekstegenskaben illustreres sadan her:



X |)§+1 X | X+ BX
fe) | fa-a f) | 00 0™

Eksempel
Betragt eksponentialfunktionen med forskrift
f(x)=30-1,12%

Her geelder, at hver gang x vokser med 1, sa bliver
funktionsveerdien ganget med a = 1,12. Det svarer til, at
funktionsvaerdien vokser med

(1,12 = 1) - 100% = 12%

Dette er illustreret med den lysergde trekant pa figuren til
hgijre.

Lader vi derimod x vokse med Ax = 3, sa bliver
funktionsveerdien ganget med

a®* = 1,123 = 1,40493
Det svarer til en procentvise stigning pa
(1,40493 — 1) - 100% = 40,493%
Det er vist pa figuren med den grgnne trekant.

Laeg igen maerke til hvordan dette er uathaengig af udgangspunktet. Om vi lader en x-vaerdi pa 2, 5 eller
117 vokse med 3 (til 5, 8 eller 120), sa vil de tilhgrende funktionsveerdier altid vokse med 40,493%.



Vakstegenskab for potensfunktioner

Potensfunktioner har en forskrift pa formen
f(x)=b-x4,

hvor vi forudseetter, at x > 0 og b > 0.

For potensfunktionerne gzelder fglgende vaekstegenskab:

Seaetning 3

For potensfunktionen med forskrift
f(x)=b-x%
hvor x > 0 og b > 0, gaelder:

o Nar x bliver ganget med F, sd bliver f(x) ganget med F,, hvor

Fy = (F)*
Det vil sige,

o Narx vokser med 1 - 100%, sd vokser f(x) medr, - 100%, hvor

1+, =0+n)"

Bevis

Vi vaelger en vilkarlig x-vaerdi med tilhgrende funktionsvaerdi

f&x)=b-x*
Pa grafen for f svarer dette til, at vi har et punkt med ~
koordinatsaet (x, f(x)) - se figuren. Vi lader nu x-veerdien
vokse med 7, - 100%, hvilket svarer til at gange med
fremskrivningsfaktoren .F[X.R)_. -
a
Fx=1+Tx lI 'rr:(F;()
. P |
Den nye funktionsveerdi vil da veere F6x)1 ey ELTECLLIy
f(x-E)=b-(x-FE)“ ; s T \.
Vi bruger nu potensregnereglen (a - b)P? = a? - b? og far X XI_ F. 7

flx-E)=Db-x (F)*
Da




f(x)=b-x%
kan vi omsKkrive
flx-F)=b-x (F)*=f(x)- (F)*

Altsa ser vi, at den nye funktionsveerdi f(x - F,) fas ved at tage den "gamle” funktionsveerdi f (x) og
fremskrive den med fremskrivningsfaktoren (F,)%. Fremskrivningsfaktoren for funktionsveaerdien er
altsa

Fy = (Fx)a
Udtrykkes disse fremskrivningsfaktorer i stedet vha. vaekstrater far vi
1+n,=0+n)4

hvor her r;, er veekstraten for funktionsvaerdierne og 7, er vaekstraten for x-veerdierne.

Det vil sige, at en relativ tilveekst i x-veerdi pa r, - 100% giver en relativ tilveekst i funktionsveerdi pa
7y, - 100%, hvor 7, kan findes vha. ligningen

1+, =0+n)¢

Man siger ogs3, at potensvaekst er procent-procent vakst. I tabelform kan vaekstegenskaben illustreres
sddan her:

X , X - Fx
f6 1| (Rt

Altsa ser vi, at potensvakst er (+,-)-vaekst.
Der er nogle, som kalder formlen:
Fy = (F)*

for Fy-formlen. Maske det kan vzre en hjelp til at huske vakstegenskaben for potensfuntkioner @).



Eksempel
Vi ser pa potensfunktionen med forskrift 7k
flx) =3-x?/3

Grafen for f er vist til hgjre. Herera = 2/3 og b = 3. Vivil
nu se pa hvad der sker, hvis vi lader x-vaerdierne vokse
med 25%. Det vil sige, at

1 = 25% = 0,25

Det svarer til fremskrivningsfaktoren

')

F,=1+0,25=1,25
Fremskrivningsfaktoren for funktionsveerdierne bliver sa
F, = (F)*=125*% =116
Altséd er F, = 1 + 7, = 1,16. Det vil sige, at
n,=116—-1=0,16 = 16%

Det betyder, at hvis vi lader en hvilken som helst x-vaerdi vokse med 25%, sa vil funktionsvaerdien
altid vokse med 16%. Dette er ogsa illustreret pa figuren ovenfor.
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Overblik

[ tabellen herunder ses en sammenligning mellem vaekstegenskaberne for hhv. linezre, eksponential-

og potensfunktioner.

Nar x vokser med Ax, sa

vokser f(x) med a - Ax.

Nar x vokser med Ax, s

bliver f(x) ganget med a’*.

Lineaer funktion Eksponentialfunktion Potensfunktioner
fx)=a-x+b f(x)=b-a* fx)=b-x“
Nar x vokser med 1, sd vokser | Nar x vokser med 1, sd bliver | N&r x bliver ganget med
f(x) meda. f(x) ganget med a. sé bliver ]I:}Exj ;a;ll_ggt’ med
E,=1+mn

hvor
Fy = (Fx)a =1+ rx)a

(+, +)-veekst

(+,")-vaekst

(+,")-veekst

En absolut tilvaeksti x pa Ax,
giver altid den samme
absolutte tilvaekst i

funktionsveerdi pa a - Ax

En absolut tilvaekst i x pa Ax,
giver altid den samme relative
tilveekst i funktionsveerdi pa

(a®* —1)-100%

En relativ tilvaekst i x pa

Ty - 100% giver altid den

samme relative tilveekst i
funktionsveerdi pa

(1 +7)%—1)-100%
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