Bevis - faktorisering af andengradspolynomier

Vivil i denne lille note bevise fglgende saetning:

Saetning (Faktorisering af andengradspolynomier)

Andengradspolynomiet f(x) = ax? + bx + ¢ har rgdderne r; og 1, hvis og kun hvis

f) = alx —r)(x —17)

Bemaerk hvis d = 0, sa er der tale om en dobbeltrod: r; = 1, = r, og vi far i det tilfeelde

fG) = alx—1)?

Bevis

Vi husker p3, at det maerkelige udtryk "hvis og kun hvis” har en meget praecis matematisk betydning og
faktisk er en anden skrivemade for dobbeltpilen <. Det betyder, at der er to ting, som vi skal vise:

a) Hvis andengradspolynomiet f(x) = ax? + bx + ¢ har rgdderne r; og 15, s& kan vi skrive f (x)
som

fx) =a(x—r)(x—12)
og omvendt:

b) Hvis funktionen f(x) kan skrives som f(x) = a(x — r;)(x — 1), s er f (x) rent faktisk et
andengradspolynomium med rgdderne r; og ;.

Beviset for a)

Vived, at f(x) = ax? + bx + c og at f har rgdderne r; og 1. Det vil sige, at

_—b—Vd
n= 2a
og
—b++d
2524

hvor d = b? — 4ac er diskriminanten.

Vi skal vise, at f(x) kan faktoriseres pa denne made: f(x) = a- (x —ry) - (x — 1y).




Det vil vi ggre ved at regne pa a(x — r;)(x — 13) og vise, at det giver det samme som f(x) = ax? +
bx + c:

alx—r)x-nr)=a- (x> —1r-x—1-x+113)
Seetter vi x uden for en parentes i de to midterste led far vi
alx—1)(x—1)=a-(x2—(r{+713) x+1;73)

Vikan se, atry + 1, ogry - 1, indgdr i ovenstadende udtryk, sa derfor finder vi et udtryk forr; + r, ogry -

TZ:
N _—b—\/3+—b+\/3_—b—\/3—b+\/3_—2b_ b
nT=T, 2a 2a T 24 a
Altsa er
P b
ryTr; = a
0g
_—b—Vd -b+Vd
=T, 2a

Husk at man ganger to brgker med hinanden ved at gange teeller med tzeller og naevner med naevner:

_(=b=Vd)-(=b+d)

T'l 'TZ — (Za)2

Nu bruger vi 3. kvadratseetning i teelleren og far

_ b -(Va) b —d

T T
1z 4q2 4q2

Vi bruger nu, at d = b? — 4ac:

b%? — (b? — 4ac) 4ac ¢
R it

Det vil sige, at

o

Ty Ty=—
12 =
Udtrykket for ry + 1, og ry - 1, indseettes nu i
alx—r)x—r)=a - (x2—(r i +1y) x+71173)

Sa far vi



a(x—rl)(x—rz)=a-<x2—<—§)~x+£) =3

a

- =a (Piixtl) o
alx—r)x—r)=a-(x*+—-x+-

b c
a(x—rl)(x—rz)=a-x2+a-a-x+a-a o

a(x —1)(x—1)=ax?*+bx+c

Altsé har vi vist, at f(x) = ax? + bx + c kan faktoriseres, da f(x) = ax? + bx + ¢ = a(x — ) (x — ).

Beviset for b)
Vived,atf(x) =a-(x — 1) - (x —1p).

Vi skal vise, at f er et andengradspolynomium (dvs. at f har en forskrift pa formen f(x) = ax? + bx +
¢) og at f har rgdderne r; og 1, (dvs. at f(r;) = 0 og f(r,) = 0).

Vi starter med at vise, at hvis f(x) = a - (x — 1) - (x — 1), sd er f et andengradspolynomium. Fra
ovenstdende har vi allerede lavet denne omskrivning:

fO)=alx—r)(x—r)=a (x> —(r{ +712) - x+71173)

Vi ganger a ind i parentesen:
f@=alx—-r)x—-nrn)=ax’—a-(n+n) x+a-rn-n
Altsa kan forskriften for f skrives pa formen f(x) = ax? + bx + ¢, hvor
b=—-a-(rh+m)
0g
c=a-r-n

Det vil sige, at f er et andengradspolynomium. Nu skal vi vise, at f har rgdderne r; og r,. Da

fr)=a-(n—r) - (n—-r)=a-0-(rp—1)=0
0g

frr)=a-(p—n)-(n-—r)=a-(p—1r)-0=0

Sd err; og r, redder. Hermed har vi bevist saetningen.



