Symmetriakse og toppunkt for
parabler

Vi betragter andengradspolynomiet
f(x) =ax®>+bx+c, a+0

Grafen for f kalder vi som bekendt for en parabel. Det viser sig, at denne parabel er symmetrisk
omkring en lodret akse:

Seetning

Parablen, som er graf for funktion f(x) = ax? + bx + ¢, a # 0 er symmetrisk omkring den lodrette
akse med ligning
b

 2a

Bevis

Det skal vi nu bevise! Se pa figuren herunder:




En graf er symmetrisk omkring den lodrette linje med ligningx = x,, hvis dette er sddan, at hver gang
vi gar et skridt til hgjre pa x-aksen (sd vi star i xy + h), sa vil funktionsveerdien (f (xq + h)) veere den
samme, som hvis vi var gaet det samme skridt til venstre pa x-aksen (sa vi stari x, — h). Det vil sige, at
vi leder efter det x;, som har denne egenskab:

flxo—h)=f(xo+h)
for alle veaerdier af h.

Vi antager her, at h > 0 for ellers bliver vi jo bare stdende i x,,.

Man skal egentlig bare "tage hovedet under armen” og regne @& Dvs. vi skal indsaette x, — h pa x's
plads i forskriften for f og tilsvarende med x4 + h. De to udtryk, som I far, skal I saette lig med
hinanden og isolere x,,.

Da f(x) = ax? + bx + csder
flxo—h)=a-(xg—h)>+b-(xg—h)+c
For at udregne (x, — h)? bruger vi anden kvadratsaetning. Sa far vi:
flxo—h)=a-(x§ +h?>—2xoh)+b-(xg—h)+c
Vi ganger nu ind i de to parenteser:
f(xo — h) = ax3 + ah? — 2axyh + bxy — bh + ¢
Tilsvarende far vi
flxo+h)=a-(xg+h)>+b-(xog+h)+c
Og ved at bruge fgrste kvadratsaetning kan det omskrives til
flxo+h)=a- (x5 +h?>+2xoh)+b-(xg+h)+c
Igen ganger vi ind i parenteserne

f(xo+ h) = ax3 + ah? + 2axyh + bxy + bh + ¢

Vi kan nu lgse ligningen f (xo — h) = f(xq + h):
ax3 + ah? — 2axyh + bxy — bh + ¢ = ax? + ah? + 2axyh + bxq + h + bh + ¢
Der er en hel del led, som forkorter ud:
—2axyh — bh = 2axyh + bh &
—bh — bh = 2axgh + 2axoh <

4axyh = —2bh



Vi dividerer nu med 4ah (husk at bade a > 0 og h > 0 og derfor kan vi ikke komme til at dividere med
0)

4axyh 2bh
= — &
4ah 4ah
_ b
o = 2a

Laeg meerke til at x, ikke afthaenger af h. Dvs. at uanset hvilket h > 0 vi veelger, sa geelder der, at

flxo = h) = f(xo + h)

nar bare
_ b
¥ =79,
Det betyder, at parablen er symmetrisk omkring den lodrette linje med ligning x = — %, hvilket var

det, vi gerne ville vise.

Vi har tidligere defineret, at det punkt pa parablen, som ligger pa symmetriaksen, vil vi kalde for
toppunktet T. Se figuren herunder:




Der geelder fglgende saetning om toppunktets koordinatseet:

Saetning

Toppunktet T for den parabel, som er graf for andengradspolynomiet f(x) = ax? + bx + ¢,a # 0 har
koordinatsaet

( )_( b d)
T Y1) = 2a’  4a

hvor d er diskriminanten (d = b? — 4ac).

Bevis
Da toppunktet ligger pa symmetriaksen, som har ligning x = — 2%, sa ma toppunktets fgrstekoordinat
veere
b
Xp = ——
T 2a

Da toppunktet ligger pa grafen for f, ma toppunktets andenkoordinat veere
yr = f(xr)

Se figuren ovenfor! For at vise det skal vi igen bare "tage hovedet under armen” og regne & :

=7 (5= (-z0) +5-(-z0)+
1) =f{~5g)=¢ "% 2a) " €
Da

(-5) = () (3

2a)  \ 2a 2a)  4a?

fas

(2= a2

f 2a) = % 4q? 2a) "€
Vi husker, at man ganger et tal med en brgk ved at gange med tallet i teelleren:

( b)_ab2+—b2+
f 2a)  4a®>  2a ¢

[ den fgrste brgk forkorter a ud (og vi skriver lige ¢ som c/1):




( b)_b2+—b2+c

N"2a) "1t 24 1

Vi ser nu, at 4a er en feellesnaevner. Vi forleenger derfor den anden brgk med 2 og den sidste brgk med
4a:

( b)_b2+—2b2+4ac <
f " 4q 4a 4a

= =
4a

b b? — 2b? + 4ac
F(~5a)=

b —b? + 4ac
()
4a

(-

o . . -d :
Altsa har vi vist, at toppunktets andenkoordinat er yr = 72 08 derfor alt i alt, at toppunktet har

koordinatsaet

_( b d)
(X, y7) = 2a’ 4a

OBS! Vi har ikke bevist, at T enten er det man kalder for et globalt maksimum (hvis a < 0) eller et
globalt minimum (hvis a > 0)! Det ma vi vente med til vi skal have differentialregning (jeg ved, at I
allerede glaeder jer!)!!



