2.u matematik	differentialkvotienter	september 2024

Tangentligningen og tretrinsreglen 
Tangentligningen
Tangenten til grafen for en funktion  i punktet  kan bestemmes ved ligningen: 

Eksempel 1
Ligningen for tangenten til grafen for  i punktet  bestemmes: 
Her skal vi have fat i .
1) Differentier: 
2) Bestem differentialkvotient:  
3) Bestem funktionsværdien: 
4) Indsæt i ligningen: 




Dvs. ligningen for tangenten til grafen for  i punktet  er 
Udledning af tangentligning til grafen for  i punktet :
Ligningen for en ret linje: 
Hældningen bestemmes vha. differentialkvotienten:  
Skæring med -aksen bestemmes: 
Disse sættes ind i ligningen:
		
Heraf får vi opskriften:
1) Bestem 
2) Bestem 
3) Bestem 
4) Sæt ind i ligningen 

Eksempel 2
En funktion er bestemt ved . Ligningen for den tangent til grafen for  der har en hældning på 6 skal bestemmes: 
Til forskel fra i eksempel 1 kender vi nu hældningen på tangenten og ikke røringspunktet. Da vi i forvejen kender , kan vi sætte ind i tangentligningen:

[image: ]Det, vi mangler, er nu  og . Værdien af  bestemmes ved at differentiere og sætte den afledte funktion lig med den kendte hældning.
Opskriften bliver derfor: 
1) Differentier: 
2) Bestem røringspunktets -koordinat ved at løse ligningen f
 
Nu har vi:  og en hældning  

3) Bestem funktionsværdien: 


4) Indsæt i nu ligningen:
 
 
 

Opgave 1 - uden hjælpemidler - Benyt tabellen i formelsamlingen til at differentiere
a) En funktion er givet ved . Bestem en ligningen for tangenten til grafen for   i punktet med koordinaterne 

b) En funktion er givet ved . Bestem en ligningen for tangenten til grafen for   i punktet med koordinaterne 

Opgave 2 - uden hjælpemidler- Benyt tabellen i formelsamlingen til at differentiere
a) En funktion er givet ved . Bestem en ligningen for tangenten til grafen for   i punktet med koordinaterne 

b) En funktion er givet ved . Bestem en ligningen for tangenten til grafen for   i punktet med koordinaterne 


Opgave 3 - med hjælpemidler - benyt Maple
a) Grafen for funktionen  har en tangent med hældningen 1. 
· Bestem -koordinatent til røringspunktet. 
· Bestem tangentens ligning.
 
b) Grafen for funktionen  har en tangent med hældningen 2. 
· Bestem -koordinatent til røringspunktet. 
· Bestem tangentens ligning.

c) En funktion er givet ved . 
· Bestem koordinatsættene til de to punkter på grafen, som har -koordinaten  
· Bestem ligninger for tangenterne til grafen for  i de to punkter med -koordinaten -2.  
· Tegn grafen for  sammen med de to tangenter i samme koordinatsystem i Maple. 

Opgave 4 - Uden hjælpemidler - benyt tabellen i formelsamlingen til at differentiere
En funktion er givet ved . 
a) Bestem .
b) Løs ligningen . Kald løsningen for .
c) Hvordan ser tangenten til grafen for  i punktet ?
d) Bestem ligningen for denne tangent. 

Opgave 5 - uden hjælpemidler
En anden funktion er givet ved .
a) Bestem .
e) Løs ligningen . Kald de to løsningerne for  og .
Hint: divider ligningen igennem med 6, så bliver tallene lidt nemmere at arbejde med. 
f) Hvordan ser de to tangenter til grafen for  i hver af de to punkter  og  ?



Differentiation af funktioner og tretrinsreglen
Den røde linje er tangent til grafen for  i punktet . 
[image: Et billede, der indeholder linje/række, diagram, Kurve

Automatisk genereret beskrivelse]
Vi vil bestemme tangenthældningen. Men vi kender kun ét enkelt punkt . 
Derfor finder vi i stedet hældningen for en sekant, som er den grønne linje gennem de to punkter  og  på grafen. 
Hældningen for sekanten:  . Denne brøk kaldes differenskvotient. 
Vær opmærksom på, at nogle bøger benytter en anden notation fx    eller .
Vi flytter dernæst  tættere og tættere på  (Dvs. vi tager grænseværdien). Dermed kommer sekanten tættere og tættere på tangenten, og sekantens hældning kommer tættere og tættere på tangentens hældning: 

Hermed kan vi finde  ved at bestemme grænseværdien til sekantens hældning (brøken):


Med ”lim”-notationen skrives: 



Det fører os frem til definitionen af differentiabilitet

Definition 
En funktion  er differentiabel i , hvis


Vi finder  ved at følge proceduren ”Tretrinsreglen” nedenfor:
Tretrinsreglens tre trin: 
Trin 1: Vi opskriver differenskvotienten (brøken) for funktionen:  
Trin 2: Vi forkorter og reducerer brøken så meget som muligt
Trin 3: Vi tager grænseværdien ved at lade  gå imod  (), i praksis erstatter vi  med  .



Differentiation af den lineære funktion 
Sætning
Funktionen , er differentiabel med differentialkvotient .

Bevis: 
Vi benytter ”tretrinsreglen”: 
1) Differenskvotienten opskrives for funktionen: 

2) Reducer/forkort:


Forklaring til skridtene i reduktionen: 
a) Vi hæver først minusparentesen ved at ændre fortegn.
b)  og  går ud med hinanden.
c)  trækkes udenfor en parentes. 
d) Brøken forkortes med .

3) Tag grænseværdien for :

a)  er en konstantfunktion, som ikke ændrer sig, når  .
Det vil sige, vi har fundet differentialkvotienten: 
 
Og den afledte funktion skrives:	                                                                                                        ∎

Det giver udmærket mening, at differentialkvotienten for en lineær funktion er lig med funktionens hældning. Tangenterne til grafen for en lineær funktion er jo netop grafen for den lineære funktion. Og dermed er tangenthældningerne det samme som den lineære funktions hældning. 



Eksempel 3
Den lineære funktion  har differentialkvotient bestemt ved . 
Dvs. ved bestemte værdier af  fås også 3: 
,          og      

Differentiation af konstantfunktionen 
Sætning
Funktionen , er differentiabel med differentialkvotient .

Bevis: 
1) Vi opskriver differenskvotienten for funktionen: 

2) Vi reducerer:


3) Tag grænseværdien for :


Det vil sige, vi har fundet differentialkvotienten:  
Og den afledte funktion skrives:	                                                                                                
			                                                                                         ∎



Differentiation af andengradspolynomiet 
Sætning
Funktionen  er differentiabel med differentialkvotient .
Bevis: 
Tretrinsreglen benyttes: 
1) Differenskvotienten opskrives for funktionen: 

2) Reducer/forkort:




				
Øvelse 1
Skriv forklaring til skridtene i reduktionen ovenfor: 
	Udtryk
	Forklaring

	
	
Brøken skrives op


	
	



	
	



	
	



	
	



	
	



	
	



3) Tag grænseværdien for :

a)  er en kontinuert funktion, derfor kan vi bare bytte  ud med . Dvs. grænseværdien er lig med funktionsværdien. 
b) Definitionsmængden for  er alle reelle tal. Det er muligt at sætte alle reelle tal ind i . Så differentialkvotienten gælder for alle værdier. 
Det vil sige, vi har fundet differentialkvotienten: 
 
Og den afledte funktion: 					∎

Eksempel 4
Andengradspolynomiet  har differentialkvotient bestemt ved 


Differentiation af 
Sætning
Funktionen , , er differentiabel med differentialkvotient .
Bevis: 
Tretrinsreglen benyttes: 
1) Differenskvotienten opskrives for funktionen: 

2) Reducer/forkort:




Forklaring til skridtene i reduktionen: 
a) Vi sætter i første omgang på fælles brøkstreg ved at skaffe fællesnævner i de to små brøker i tælleren. 
b) Herefter ganges  op på nævneren  i den lille brøk. 
c)  trækkes uden for en parentes og til sidst kan brøken forkortes med  .

3) Tag grænseværdien for :

a)  er en kontinuert funktion, derfor kan vi bare bytte  ud med . Dvs. grænseværdien er lig med funktionsværdien. 
b) Da definitionsmængden for  ikke inkluderer 0, kommer vi ikke til at dividere med 0. 
Det vil sige, vi har fundet differentialkvotienten: 
 
Og den afledte funktion: 		
							∎
Differentiation af 
Sætning
Funktionen , , er differentiabel med differentialkvotient .
Bevis: 
Tretrinsreglen benyttes: 
1) Differenskvotienten opskrives for funktionen: 

2) Reducer/forkort:



Øvelse 2
Forklar skridtene i reduktionen: 
	Udtryk: 
	Forklaring: 

	
	Brøken skrives op



	
	



	
	



	
	



	
	





3) Tag grænseværdien for :

a)  er en kontinuert funktion, derfor kan vi bare bytte  ud med . Dvs. grænseværdien er lig med funktionsværdien. 
b) Definitionsmængden for  inkluderer jo egentlig 0, men hvis man sætter , kommer der 0 i nævneren. Derfor eksisterer grænseværdien kun for .   
Det vil sige, vi har fundet differentialkvotienten: 
,  	og	 , 	∎
Eksempel 5
Funktionen med forskriften  har den afledte funktion  .
Dvs. ved en bestemt værdi af  fås: 




Differentiation af  
Sætning
Funktionen  har differentialkvotienten .
Bevis: 
Første trick: 
Vi ved, at tangenten til grafen for   i  har et hældningstal på 1. Dvs. .
Vi opskriver differentialkvotienten for  i : 

Vi indsætter ,  og  i udtrykket ovenfor i tre skridt og reducerer:   




Vi benytter nu tretrinsreglen på  (næsten som vi plejer! )
1) Differenskvotienten opskrives, men vi benytter en anden notation, end vi plejer. 

Andet trick:
Vi benytter en såkaldt substitution  og . 




2) Reduktion:			



3) Grænseværdien for :



hvor vi benytter, at  medfører, at . Altså når  nærmer sig , så må forskellen  mellem  og  blive mindre og mindre og nærme sig . 
Hermed fås udtrykket  , som svarer til , hvor  og  begge er den uafhængige variabel. Vi har ovenfor vist, at dette udtryk er lig med 1, hvilket færdiggør beviset.  
Vi har nu fundet grænseværdien af differenskvotienten og dermed bliver differentialkvotienten         og den afledte funktion er . 

Bevis for de 3 regneregler for differentialkvotienter
Sætning
Antag at  og  er differentiable i  og at  er en konstant.
1) Sumfunktion 

2) Differensfunktion 

3) Konstant ganget på

Bevis:
Bevis for 1) Sumfunktion
Lad 
Vi bruger tretrinsreglen: 
Trin 1: 
Trin 2:	 
	
Trin 3: Da  og  er differentiable:
	
	Derfor er 		∎

Øvelse 3- Gruppearbejde: 
Gennemfør beviset for differensfunktionen. Skriv alle trin og alle detaljer ned. 











Bevis for 3 - konstant ganget på:
Lad 
Trin 1: 
Trin 2: 
Trin 3: Da  er differentiabel:
	
Derfor er 				∎

Flere regneregler for differentialkvotienter
Lad funktionerne  og  være differentiable i .
4) Produktfunktion: 
5) Kvotientfunktion:   , .
6) Sammensat funktion: 

Eksempel 6 
Funktionen  skal differentieres. Vi ser at  er en produktfunktion med funktionerne  og . 
Vi ved fra tabellen af  differentieres til  og at  differentieres til .
Vi differentierer  ved at benytte regel 4 ovenfor:  



Eksempel 7
Funktionen  skal differentieres. Vi ser, at  er en kvotientfunktion med funktionerne  og . 
Vi ved fra tabellen af  differentieres til  og at  differnetieres til  .
Vi differentierer  ved at benytte regel 5 ovenfor:  




Eksempel 8
Funktionen  skal differentieres. Vi ser, at  er en sammensat funktion med en ydre funktion  og en indre funktion . 
Vi ved fra tabellen af  differentieres til  og at  differentieres til 

Vi differentierer  ved at benytte regel 6 ovenfor:  





Opgave 6
Bestem de afledte funktioner for følgende funktioner:  
a) 
b) 
c) 
d) 
e) 
Opgave 7
Bestem de afledte funktioner for følgende funktioner:  
a) 
b) 
c) 
d) 
e) 
Vi beviser regnereglen for differentiation for produktfunktion, men dropper de to andre. 
Bevis for differentiation for produktfunktion
Lad 
Trin 1: 
Trin 2:




Trin 3: Da  og  er differentiable:

Derfor er 	


Resultater fra denne note: 
· Tangentligningen: Hvis  er differentiabel i , har tangenten til grafen for  i punktet  ligningen 

· Beviser for differentialkvotienter/afledte funktioner: 
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	



· Samt beviser for nogle af regnereglerne:
1) Sumfunktion	         
2) Differensfunktion      
3) Konstant ganget på    
4) Produktfunktion          
5) Kvotientfunktion           , .
6) Sammensat funktion  
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