Beviser for diverse differentialkvotienter

Nar man skal bevise, hvordan man differentierer forskellige funktioner, skal man bruge tretrinsreglen:

Tretrinsreglen

Vi har en funktion f(x) og vi vil gerne bestemme heaeldningen af tangenten til grafen for f i punktet

(%0, f (x0))-

Qlzy+ Az, flzg+ Ax))

-

NS

1) Med udgangspunkt i de to punkter P(x, f (xg)) 0og Q(xo + Ax, f(xo + Ax)) bestemmes
hzldningen af sekanten gennem punkterne P og Q:

by f+ A0 - fO)
ST Ax Ax

(denne brgk kaldes for differenskvotienten).
2) Reducér udtrykket for as.

3) Hvis differenskvotienten ag har en graenseverdi for Ax — 0, bestemmes det tal, som ag gar
mod. Det tal, som sekantens haldning gar mod, kaldes for differentialkvotienten for f i x, og
skrives

f'(x0)

Man siger, at f er differentiabel i x;.




Seetning 1

Lad k veere et tal. Sa er den konstante funktion
f(x) =k, keR
differentiabel i ethvert x, med differentialkvotient

f'(x) =0

Bevis

Vi opskriver differenskvotienten og reducerer:

flxo+Ax)—f(xg) k—k 0 _ 0
Ax T A Ax

Da ovenstaende udtryk ikke athaenger af Ax vil

£ +8%) = f(x0) _
Ax

0 for Ax -0

Vi har dermed bevist, at f er differentiabel med differentialkvotient

f'(xo) = 0.

Seaetning 2

Den linezere funktion
f(x) = ax+b, x€ R
er differentiabel i ethvert x, med differentialkvotient

f'(xo)=a

Bevis

Vi opskriver differenskvotienten og reducerer:

flxo+Ax) — f(xo) alxo+Ax)+b—(axo+b) axo+a-Ax+b—axo—b -

Ax Ax Ax

f(xo+Ax) — f(x) a-Ax
Ax - Ax

Da ovenstaende udtryk ikke athaenger af Ax, vil



flro +80) — fx)

fi A 0.
A or X =

Vi har dermed bevist, at f er differentiabel med differentialkvotient

f'(x0) = a.

Szetning 3

Funktionen
f(x) = x2, x € R
er differentiabel i ethvert x, med differentialkvotient
f(x0) = 2x¢

Bevis
Vi opskriver differenskvotienten og reducerer:

flro +Ax) = f(xo)  (xg+Ax)? —x§  x§ +Ax? + 2xgAx —x§  Ax? + 2xoAx

Ax Ax Ax Ax

Vi dividerer Ax op i hvert led

f(xo +Ax) — f(xo)  Ax? N 2x0Ax
Ax - Ax Ax

= Ax + 2xg

Nar Ax gar mod 0 vil
Ax + 2xy = 2x
idet 2x ikke athaenger af Ax (og pga. setningen pa side 107 i A2-bogen). Det vil sige, at

f o +8%) = f(x0) _
Ax

2xg for Ax - 0

Vi har saledes bevist, at f er differentiabel med differentialkvotient

f'(x0) = 2x,.




Seaetning 4

Funktionen
fx)=+vx, x>0
er differentiabel i ethvert x, med differentialkvotient
1
! X —
Bevis

Vi opskriver differenskvotienten og reducerer:

fxo + Ax) — f(x0) _ Jxo + Ax — [xg
Ax

Ax

Vi vil nu gange brgken med 1 pa en snedig made. Det er et smart trick for at kunne reducere brgken
yderligere. Det viser sig lige om lidt, at det er fikst at gange med 1 skrevet pd denne made:

1/x0+Ax+\/x_0_
,/x0+Ax+\/x_0_

Vi husker lige, at man ganger to brgker med hinanden ved at gange taeller med teeller og navner med
naevner :0). Vores differentialkvotient bliver sa

f(xo + Ax) — f(xo) w/x0+Ax—\/_ 1/x0+Ax+\/_ (Vxo + Bx — /xq) - (\/xo + Bx + /x0)
Ax Ax Ax +[xg Ax - (y/xo + Bx + \[x0)

I telleren bruger vi nu 3. kvadratsaetning: (a — b) - (a + b) = a® — b? og reducerer

f(xo + Ax) — f(xo) (w/x0+Ax) —(\/_) Xo + Ax — xg
Ax CAx- (,/x0+Ax+\/_) Ax - (‘/x0+Ax+\/—)

f(xo +Ax) — f(xg) B Ax

Ax _Ax-(,/x0+Ax+\/x—0)

De to Ax’ere forkorter nu ud (tenkt evt. pa det som, at der star 1 - Ax i teelleren):

f o +Ax) — f(x0) _ 1
Ax Jxo + Ax + /xg

Vi bruger nu szetningen pa side 107 i A2-bogen om at tage greensevaerdien af en brgk. Teelleren

forbliver ueendret, da den ikke afhaenger af Ax, mens naevneren gar mod fglgende, nar Ax gar mod O:

Jxo +Ax + Jxg > Jxg + [xo = 2\/x,




(igen pga. seetningen pa side 107 og fordi at kvadratrodsfunktionen er kontinuert). Altsa vil

f(x0+Ax)—f(x0)_) 1

Ax Zx/x_o

Vi har altsa bevist, at f er differentiabel med differentialkvotient

for Ax -0

1
"(x0) = .
f'(x0) 2 /%
Seetning 5
Funktionen
flx) =x3, € R
er differentiabel i ethvert x, med differentialkvotient
f'(x0) = 3x§
Bevis

Vi opskriver differenskvotienten og reducerer:

f(xo + Ax) — f(x0) _(xo+ Ax)® — x3
Ax B Ax

Vi starter lige med at omskrive fgrste led i telleren
(xo + Ax)3 = (xo + Ax) (xg + Ax)? = (xg + Ax)(xZ + Ax? + 2xyAx) &
(g + Ax)3 = x3 + xoAx? + 2x2Ax + x3Ax + Ax3 + 2x,Ax? ©
(%0 + Ax)3 = x3 + 3xoAx? + 3x3Ax + Ax3
Vi kan nu regne videre pa differenskvotienten

fxo +Ax) — f(xg) x5 +3x9Ax% + 3x§Ax + Ax® — x5 3xoAx? + 3x5Ax + Ax®

Ax Ax Ax

Vi dividerer Ax op i hvert led

fxo +Ax) — f(x) _ 3xoAx? N 3x2Ax N Ax3

— A 2 A 2
Ax Ax Ax Ax 3xgAx + 3x5 + Ax

Da bade 3x,Ax - 0 og Ax? - 0, ndr Ax - 0 kan vi igen vha. seetningen pa side 107 slutte at




f(xg + Ax) — f(xo)
Ax

-0+ 3x% +0=3x2 for Ax - 0

Vi har derfor bevist, at f er differentiabel med differentialkvotient

f'(xo) = 3x§.

Szaetning 6

Funktionen

1
fx) = oL x>0
er differentiabel i ethvert x, med differentialkvotient

, 1
f'(x) = _x_z

0

Bevis

Vi opskriver differenskvotienten og reducerer:

1 1
f(x0+Ax)—f(x0)=x0+Ax_x_0

Ax Ax

Her bliver det lidt mere overskueligt, hvis vi lige starter med at regne lidt videre pa teelleren. Vi saetter
pa felles brgkstreg idet feellesnaevneren er (xy + Ax) - xq

1 1 X0 Xo+Ax  xg—x9—Ax —Ax
xo+Ax  xg (xg+Ax)-xg (xg+Ax)-x9 (xg+Ax)-x9 (xo+Ax)-x,

Dette udtryk indseetter vi nu i teelleren i differenskvotienten

(=)
fxo+Ax) — f(xo)  \(xo + Ax) - x
Ax B Ax

Husk at man dividerer en brgk med et tal ved at gange med tallet i neevneren

fxo +Ax) — f(xo) —Ax B -1
Ax T (xo +Ax) - xg - Ax (xo + Ax) - %,

Vi bruger igen satningen pa side 107 for at bestemme greensevardien. Da (x, + Ax) - x, = x3 for
Ax - 0 vil




[+ 80— fG) 1
Ax x2

for Ax -0

Altsa er det bevist, at f er differentiabel med differentialkvotient

, 1
f'(xo) = _P-

0

Seaetning 7

Lad f og g veere differentiable funktioner, sa er funktionen

h(x) = f(x) - g(x)

ogsa differentiabel i ethvert x; med differentialkvotient
R’ (xo) = f'(x0) - g(x0) + f(x0) - g'(x0)

Bevis
Vi opskriver differenskvotienten:

h(xo + Ax) — h(xo) _ f(xo + Ax) - g(xo + Ax) — f(xo) - 9(xo)
Ax B Ax

Det er umiddelbart sveert at reducere dette indtryk, men vi far den lysende idé at leegge 0 til pa en
snedig made - nemlig ved at laegge

—g(xo + Ax) - f(xp) + g(xo + Ax) - f(x0)
til i teelleren, da dette udtryk er 0:

h(xo + Ax) — h(xg)
Ax

_ fxo+Ax) - g(xo + Ax) — g(xg + Ax) - f(xo) + g(xg + Ax) - f(xo) — f(x0) - g(x0)
Ax

I de to fgrste led i teelleren szetter vi nu g(x, + Ax) uden for en parentes og i de to sidste led seetter vi
f(x0) uden for en parentes. Sa far vi

h(xo + Ax) — h(x,) _ g(xo + Ax) - (f(xo + Ax) — f(xo)) + f(x0) - (g(xo + Ax) — g(xp))
Ax Ax

Vi deler nu brgken i to:

h(xo + Ax) — h(xo) _ g(xo + Ax) - (f(xo + Ax) — f(xo)) + f(xo) - (g(xo + Ax) — g(x0))
Ax B Ax Ax




Herefter udnytter vi brgkregnereglen:

a-b b
—_—=qa-—
c C
og far
h Ax) —h Ax) — Ax) —
(xo + ;2 (xo):g(x0+Ax)'f(xo+ ;}){ f(xo)+f(x0).g(xo+ 22 g (xo)

Vi skal nu finde graensevaerdien af ovenstaende udtryk, nar Ax — 0. Ifglge seetningen om
greenseveaerdier kan vi se pa hvert led og faktor for sig.

Da g er differentiabel, ved vi ogs3, at g er kontinuert. Det betyder, at
glxg+Ax) - g(xg) for Ax—-0
Desuden ved vi at bade f og g er differentiable. Det betyder, at

f(xo + Ax) — f(x0)
Ax

- f'(xg) for Ax -0

0g

g(xo + Ax) — g(x0) N
Ax

g'(xg) for Ax -0

Da endelig f (x,) vil veere ueendret nar Ax — 0, far vi alti alt, at

h(xq + Ax) — h(xy)
Ax

= g(xg) - f'(xo) + f(xg) - g'(x9) for Ax—0
Altsa har vi vist, at h er differentiabel i x, med differentialkvotient:

h'(xo) = f'(x0) - g(xo) + f(x0) - g'(x0)



