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[bookmark: _Hlk20483587]Arealfunktionen og det bestemte integral

Vi skal arbejde med funktioner, som giver os arealet af et område, der ligger mellem grafen for en funktion  og førsteaksen. I første omgang kalder vi disse for arealfunktioner og vi giver dem benævnelsen .

Vi har nogle krav til den funktion , hvis graf giver os området: 
1) Funktionen  skal være kontinuert. Dvs. grafen for skal være sammenhængende.
2) Funktionen  skal opfylde, at  på . Dvs. grafen for  skal ligge over førsteaksen i det interval vi arbejder med. 

Arealfunktionen  er defineret ved

	Definition - Arealfunktion
Arealfunktionen  er lig med arealet af området mellem grafen for  (der opfylder ovennævnte antagelser) og førsteaksen i .






Figur 1 nedenfor viser definitionen af arealfunktionen.

[image: Et billede, der indeholder linje/række, diagram, Kurve

Automatisk genereret beskrivelse]
Figur 1: Arealet af området bestemt ved 




Som det ses af figur 1, ligger området mellem førsteaksen og grafen for . I siderne afgrænses området af intervallet på førsteaksen . Dvs. det afgrænses af to lodrette linjer i  og . 
Alt efter hvad -værdien er, udregnes arealer af de pågældende områder vha. arealfunktionen ved at sætte den konkrete værdi af  ind i funktionen .



Hvis vi lader
  

fremgår det af figur 2, at 



[image: Et billede, der indeholder diagram, linje/række, Kurve, design

Automatisk genereret beskrivelse]








Figur 2: Arealet af området hele området i intervallet 



Eksempel 1
Grafen for den lineære funktion  afgrænser sammen med førsteaksen et område, som er tegnet nedenfor i figur 3.
[image: areal2]





Figur 3: Området afgrænset af grafen for  og førsteaksen i intervallet .



Arealfunktionen vil i dette tilfælde kunne benyttes til at udregne det skraverede areal i figur 3. Her vil man skulle beregne værdien af . I det konkrete tilfælde er arealet af området  lig med 10,5. Dvs. . 

Hvis man i stedet vil udregne , får man arealet af området, som er afgrænset af grafen for  og førsteaksen, men i stedet i intervallet I dette tilfældes fås, at . 

Hvis vi sætter  i arealfunktionen, fås , da intervallet blot udgør en lodret linje, som ikke har et areal. 




Følgende sætning knytter arealfunktionerne sammen med stamfunktioner.

	Sætning - arealfunktionen er en stamfunktion

Hvis det gælder for en funktion , at
1.  er kontinuert i [a;b]
2.  for alle -værdier i intervallet .

så gælder, at	
1. 
 er differentiabel (i [a;b]).
2. 






Beviset går ud på at vise, at A er differentiabel med differentialkvotienten, hvilket vi gør på samme måde, som da vi viste differentiabilitet af diverse funktioner, dvs. vi opsætter differenskvotienten og tager grænseværdien for  gående imod .

Bevis
Vi antager 2 ting: 
· at , men dette er kun for, at vi lettere kan visualisere idéen i beviset, det er ikke væsentligt for udregningerne. 
· at funktionen  er voksende i intervallet 

Vi skal vise, at  er differentiabel i  og at , dvs. differentialkvotienten for  er ).  

Det gør vi ved at vise, at differenskvotienten af  i  går imod  når , dvs.


Vi skriver brøken op på en lidt anderledes måde: 



Det græske bogstav  (delta) betyder, en forskel mellem to værdier i samme variabel. 
Fx kan man skrives Dvs. .



I nedenstående figur 4 kalder vi områderne noget forskelligt
1) Arealet af området  bestemmes med .
2) Arealet af det samlede område  og ΔA bestemmes med .
3) Arealet af området . Dvs. .
[image: Et billede, der indeholder linje/række, diagram, Kurve

Automatisk genereret beskrivelse]




Figur 4: Skitse af grafen og området under grafen











Figur 4: Området under grafen for 



[image: Et billede, der indeholder diagram, tekst, linje/række, Kurve

Automatisk genereret beskrivelse]Vi ser nu på ΔA og sikrer os, at dette område opfylder vores første antagelser (dvs. f er voksende og ). 



[image: Et billede, der indeholder diagram, linje/række, Kurve, design

Automatisk genereret beskrivelse]









Figur 5: Zoom på intervallet 



I figur 5 er der zoomet ind på området under grafen for  i intervallet  , og der er indtegnet to rektangler omkring området  - begge har en bredde på , det mindste har en højde på  og det største har en højde på  

Arealerne af de tre områder: 

1) Arealet af det mindste rektangel er 
2) Arealet af det største rektangel er  .
3) Arealet af det skraverede område er stadig ΔA.
Arealet af området ΔA, må ligge imellem arealet af det store rektangel og arealet af det mindste rektangel, dvs.


Da vi antog, at , ved vi at , derfor kan vi uden problemer dividere denne dobbeltulighed med :


                                                       


Når vi benytter den skrivemåde, vi er vant til, får vi: 
	



Nu lader vi  gå mod , og tager grænseværdien af hvert udtryk i dobbeltuligheden, og benytter at f er kontinuert, så .


                                      


                                      



Hvis vi har en variabel, der nede fra og oppe fra er klemt inde mellem samme værdi, så bliver variablen nødt til at være lige med denne værdi. 

Hermed har vi for alle  i intervallet  vist, at  er differentiabel, og at differentialkvotienten er ,  altså , hvilket var, hvad vi ønskede. 

Tilsvarende har vi også, at . Dvs. arealfunktionen  er en stamfunktion til .



Det bestemte integral

	Sætning - bestemmelse af areal

Hvis det gælder for en funktion , at 
1.  er kontinuert i [a;b]
2. 

 for alle 

så er arealet af det område, der begrænset af grafen for , førsteaksen og linjerne
 og  bestemt ved 


hvor  er en vilkårlig stamfunktion til .




Bevis for sætning
Vi ser på den bestemte arealfunktion , der beregner arealet af området i intervallet  og antager, at og ligger i dette interval. 
Vi kan udregne arealet af området i intervallet fra  med  og vi kan udregne arealet af området i intervallet fra  med . 
Hvis vi trækker arealet af disse to områder fra hinanden, må det give arealet af området i intervallet . 

Vi ved jo fra forrige sætning, at alle arealfunktioner er stamfunktioner til . 

Dette fører os frem til en ny definition.
	Definition - Det bestemte integral

Vi kalder integralet med grænser på for det bestemte integral og det beskriver arealet af området afgrænset af grafen for , førsteaksen og linjerne  og 





OBS!
Når vi udregner det bestemte integral, giver det et tal, mens det ubestemte integral giver en funktion, nemlig stamfunktionen til integranden. 


Eksempel 1 - fortsat
I eksempel 1, så vi på området mellem grafen for  og førsteaksen i intervallet .
[image: areal2]





Figur 3: Området afgrænset af grafen for  og førsteaksen i intervallet .



Vi kan nu beregne arealet af området  vha. stamfunktionen til . 

Stamfunktionen er . I det følgende ses det nemt, at man ikke behøver at bestemme konstanten . 



De to -er går ud med hinanden og arealet af området  er 10,5.

Eksempel 2
Vi ser på funktionen . 
[image: Et billede, der indeholder diagram, linje/række, Kurve

Automatisk genereret beskrivelse]Vi skal bestemme arealet af området, der er begrænset af grafen for , -aksen og intervallet på -aksen . Se figur det skraverede område i figuren. 

Stamfunktionen til  er bestemt ved: . 

Så kan arealet ifølge sætning 2 bestemmes ved
 

Rent teknisk regner vi det på denne måde for fremtiden: 

                                                             
                                                              
                                                             
Dvs. arealet af det skraverede område er 5. 



Eksempel 3
Vi ser på funktionen . 

[image: Et billede, der indeholder linje/række, diagram, Kurve, Parallel

Automatisk genereret beskrivelse]Vi skal bestemme arealet af området, der er begrænset af grafen for , -aksen og intervallet på -aksen . Se det skraverede område i figuren. 

Arealet af området bestemmes vha. det bestemte integral af  med grænserne 0 og 1. 
Vi ved, at stamfunktionen til  er 
 

                                                             

                                                              

                                                             

                                                             

Dvs. arealet af det skraverede område er 1,73. 




Regneregler for det bestemte integral med gennemregnede eksempler 

Her er en række gennemregnede eksempler på integraler, der benytter de regneregler vi har lært.

Det bestemte integral

Generelt gælder de samme retningslinjer som for det ubestemte integral. Dog skal vi ved substitution huske at skifte grænser undervejs, da dette ofte vil lette udregningerne. Husk så vidt muligt at regne eksakt!


1. 
Regnereglen: .

Eksempel 3 - brug af regneregel 1 (differens)
Vi skal udregne det bestemte integral 





   = .



2. Regnereglen:.

Eksempel 4 - brug af regneregel 2
Vi skal udregne det bestemte integral .





3. 
regnereglen: . (Integration ved substitution).

Eksempel 5 - brug af regneregel 3

Vi skal udregne det bestemte integral .


Vi ser, at  er den ydre funktion og er den indre.

Substitution: . 

Vi skal ændre grænser, da vi har ændret på de variable:

Så i stedet for  og , skal de nye grænser være  og . 
Dvs. vi skal have fat i  og  

Vi indsætter i regnereglen og udregner integralet: 



.

Bemærk at vi ikke behøver at substituere tilbage, når vi har fundet stamfunktionen. Det er nok at skifte grænserne.




Opgaver

Uden hjælpemidler
 
1. Udregn følgende bestemte integraler uden hjælpemidler: 
	
	
	

	
	
	

	
	
	



2. a) Beregn nedenstående bestemte integraler uden brug af Maple. 
b) Skitser graferne beskrevet ved integranden på papir og skraver i hvert tilfælde det område, som arealet beregnes for.




3. Opstil det bestemte integral som kan anvendes til at beregne det skraverede område nedenfor. Du behøver ikke at udregne det.  
[image: Et billede, der indeholder diagram, linje/række, Kurve, Parallel

Automatisk genereret beskrivelse]














4. [image: [image]]Figuren viser grafen for funktionen 

Grafen for  afgrænser sammen med førsteaksen i intervallet og andenaksen et område, der er skraveret på figuren.   

a) Beregn arealet af dette område ved at opstille og beregne et bestemt integral. 




5. Området  ligger mellem grafen for  og førsteaksen som det ses på figuren nedenfor. 
a) Bestem rødderne for .
b) Beregn arealet af området vha. bestemt integral.

[image: Et billede, der indeholder diagram, linje/række, Kurve

Automatisk genereret beskrivelse]










[image: Et billede, der indeholder linje/række, diagram, Kurve

Automatisk genereret beskrivelse]


6. På figuren ses grafen for funktionen .
a) Bestem skæringspunkterne mellem grafen 
og  – aksen.

b) Bestem arealet af det skraverede område.






	7. 
	Du skal bruge regnereglerne for bestemte integraler til at beregne følgende tal uden hjælpemidler:
	


	



	


	








	8. 
	Udregn følgende bestemt integraler eksakt (uden hjælpemidler):






Med hjælpemidler:

9. Udregn følgende bestemte integraler i Maple:

	
	
	




I de næste to opgaver, må du gerne benytte Maple til at få en ide om, hvordan graferne ser ud og få hjælp af Maple til udregne det bestemte integral. Men tegn skitserne på papir. 

	10. 
	To funktioner er givet ved  og . Graferne for de to funktioner afgrænser i intervallet  et område . 
a) Skitser området ved at tegne graferne for de to funktioner og skravere det pågældende område. Skitser på papir.
b) Overvej hvordan du kan benytte bestemt integral til at bestemme arealet af området . 
c) Beregn arealet af området (Du må gerne benytte Maple til at udregne integralet  )



	11. 
	Vi har to funktioner  og . Graferne for de to funktioner afgrænser i første og anden kvadrant et område . 
a) Bestem koordinatsættene til skæringspunkterne mellem graferne for  og 
b) Skitser graferne for de to funktioner på papir og skraver området . 
c) Overvej hvordan du kan benytte bestemt integral til at bestemme arealet af området . 
d) Bestem - ved hjælp af bestemt integral - arealet af området . 

Herefter skal du skitsere områderne i Maple vha. en kommando. 


	12. 
	Der er givet en funktion . Grafen for  afgrænser sammen med førsteaksen et område 

a) Bestem rødderne for 
b) Skitser grafen og området  i Maple vha. kommandoen skraver(f(x),interval1,interval2). Første interval = grafvinduets grænser, andet interval = områdets grænser. Se eksempel på sidste side. 
c) Beregn arealet af området .


	13. 
	

Der er givet to funktioner  og . Graferne for de to funktioner afgrænser et område . 
a) Skitser området i Maple vha. kommandoen skraver([f(x),g(x)],interval1,interval2).
b) Beregn arealet af området .


	14. 
	Der er givet to funktioner   og . Graferne for de to funktioner afgrænser et område . 
a) Skitser området i Maple.
b) Beregn arealet af området .


	15. 
	Funktionerne f og g er givet ved


  og   .

a) 
Løs ligningen .
I første kvadrant afgrænses, der mellem grafen for f og grafen for g et område.
b) Skitser dette område i Maple. 
c) Bestem arealet af dette område.	


	16. 
	
En funktion f er bestemt ved .
a) Tegn grafen for f og bestem nulpunkterne for f. (Benyt kommandoen fintervalsolve(ligning,interval))
Funktionen  afgrænser et område sammen med førsteaksen. 
b) Skitser området. 
c) Bestem arealet området.


	17. 
	Der er givet to funktioner  og . Graferne for de to funktioner afgrænser i første kvadrant et område . 
a) Beregn arealet af området .

HINT: Bestem -værdierne til skæringspunkterne ved at benytte kommandoen: fintervalsolve. Husk også at skitsere området, så du kan se hvilken graf, der ligger øverst i området)


	18. 
	

Der er givet to funktioner for  og . Graferne for de to funktioner afgrænser et område . 
a) Beregn arealet af området .



	19. 
	


Bestem arealet af det område, der afgrænses af graferne for  og  i intervallet .

	
	


	
	Skraverkommandoen:
Kommando - åben Gym-pakken:
skraver(f(x),interval1,interval2) 
Første interval = grafvinduets grænser, andet interval = områdets grænser

	Område mellem graf og førsteaksen:
[image: ]

[image: ]

	Område mellem to grafer:

[image: ]
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2u matematik     januar 2025     1     Arealfunktionen   og det bestemte integral     Vi skal arbejde med funktioner ,   som giver os arealet  af et område, der ligger mellem  grafen for  en funktion  𝑓 ( 𝑥 )   og førsteaksen.  I første omgang kalder vi   disse for  arealfunktion er og  vi  giver   dem benævnelsen  𝐴 ( 𝑥 ) .     Vi har nogle krav til den funktion   𝑓 ( 𝑥 ) , hvis graf giver os området :    1)   Funktionen  𝑓 ( 𝑥 )   skal være kontinuert . Dvs.  grafen for  skal  𝑓   være  sammenhængende .   2)   Funktionen  𝑓 ( 𝑥 )   skal  opfylde, at  𝑓 ሺ 𝑥 ሻ ≥ 0   på  [ 𝑎 , 𝑏 ] .  Dvs.  grafen for  𝑓 ሺ 𝑥 ሻ   skal   ligge over førsteaksen i det interval vi arbejder med.      Arealfunktionen  𝐴 ( 𝑥 )   er defineret ved    

Definition  -   Arealfunktion   Arealfunktionen  𝐴 ( 𝑥 )   er lig med arealet  af området  mellem grafen for  𝑓 ( 𝑥 )   (der opfylder  ovennævnte antagelser) og  første aksen i  [ 𝑎 , 𝑥 ] .     𝐴 ሺ 𝑥 ሻ = Arealet   af   området   begrænset   af   grafen   for   𝑓 ሺ 𝑥 ሻ   og   første aksen   i   [ 𝑎 , 𝑥 ]    

  Figur 1 nedenfor viser definitionen af arealfunktionen.               Som det ses   af figur 1 , ligger området mellem førsteaksen og grafen for  𝑓 ሺ 𝑥 ሻ . I siderne  afgrænses området af intervallet på førsteaksen  [ 𝑎 ; 𝑥 ] . Dvs. det afgrænses af  to  lodrette linjer   i  𝑎   og  𝑥 .    Alt efter hvad  𝑥 - værdien er, udregnes arealer af de pågældende områder vha. arealfunktionen  ved at sætte den konkrete værdi af  𝑥   ind i funktionen  𝐴 ( 𝑥 ) .        

Figur  1 : Arealet af området bestemt ved  𝑨 ( 𝒙 )  

