2u matematik		marts 2025

Binomialfordelingen

Eksempel 1
Vi ser på et eksperiment, hvor vi kaster en almindelig terning fire gange. Vi vil tælle antallet af seksere i de fire kast. 
Ud fra dette opstiller vi en stokastisk variabel , som tæller antallet af seksere i de fire kast. 

Når vi kaster med en almindelig terning, har vi umiddelbart seks udfald. Men når vi kun tæller antallet af seksere og er ligeglade med de andre udfald indsnævres udfaldsrummet til: 


Ud fra disse to udfald kan vi opstille to sandsynligheder for vores to udfald:   



Ved hvert af de fire kast kan vi enten slå en sekser eller noget andet. Vi kunne godt illustrere antal muligheder vha. et tælletræ. Men det bliver hurtigt lidt stort, så det springer vi over. I stedet opskrives nogle af mulighederne her ( står for ikke-sekser):  



Der kan jo enten være 4, 3, 2, 1 eller 0 seksere i vores fire kast. Så det bliver til en del muligheder.
Vi kan beregne antallet af kombinationer ved at bemærke, at ved hvert kast er der to muligheder, og da vi kaster fire gange, får vi  kombinationer i alt.

Vi vil nu bestemme sandsynligheden for at slå præcist to seksere i de fire kast. Det er opfyldt med en af følgende seks kombinationer


Antallet af kombinationer, hvor vi vælger to elementer ud af 4 elementer og rækkefølgen er uden betydning, kan vi bestemme med .

Først bestemmer vi sandsynligheden for to af disse kombinationsmuligheder: 



Sandsynligheden for disse to muligheder bliver naturligt nok det samme. De fire resterende muligheder vil have samme sandsynligheder som de ovenstående to. 





Vi har defineret vores stokastiske variabel, som:
  i fire kast. 

Vi kan derfor bestemme sandsynligheden for, at , ved at ”samle” alle seks kombinationsmuligheder (som sker ”enten eller”):

                                              
    

Sandsynligheden for at slå præcist to seksere ved fire kast er dermed knap 11,6%.

Sandsynligheden for at slå præcist tre seksere i de fire kast bestemmes tilsvarende med: 



For andre værdier af  kan vi bestemme sandsynligheden ved: 


Vi indfører nu to størrelser antalsparameter og sandsynlighedsparameter
· Antalsparameter : Antallet af gangesom vi gentager vores ”grundeksperiment”, som har to udfald: succes og ikke-succes
· Sandsynlighedsparameter : Sandsynligheden for succes 

I eksemplet ovenfor med fire kast med terning, hvor vi tæller antallet af seksere, har vi en antalsparameter  og en sandsynlighedsparameter . 

Det fører frem til den helt generelle formel for binomialsandsynligheder: 

Binomialfordelingen

Hvis  er binomialfordelt med antalsparamenter  og sandsynlighedsparameter , 
dvs.   bestemmes de enkelte sandsynligheder for udfald  ved: 



hvor   

Notation/sprog: Tegnet  betyder noget i stil med ”fordelt ved”. Bogstavet b er en forkortelse for binomialfordelingen. Det, der er blevet ”fordelt”, er de 100%, som ud fra en bestemt formel er uddelt til hver af de værdier, som den stokastiske variabel  kan være. Nogle gange skrives der  i stedet for . Det betyder det samme. 


Øvelse 1 (uden hjælpemidler)
En stokastisk variabel  er binomialfordelt, 
a) Hvilken værdi har antalsparameteren  og hvilken værdi har sandsynlighedsparameteren ?

Benyt formlen  til at beregne nedenstående. Benyt evt. Pascals trekant undervejs. Giv begge svar som brøk. 

b) Bestem . 
c) Bestem . 

  
Øvelse 2 (Med hjælpemidler)
Vi ser på situationen, hvor et par forældre har fået 7 børn. Det oplyses desuden, at sandsynligheden for at en nyfødt er en pige er ca. 48,5%. Vi er interesseret i at finde sandsynligheder for at få piger i søskendeflokken. 

a) Angiv hvad en stokastisk variabel  tæller her.

b) Angiv antalsparameter og sandsynlighedsparameter. 
                                                           og      

Opskriv på formen   

c) Bestem sandsynligheden for at få præcist 2 piger i en søskendeflok på 7? 
Benyt formlen  til at beregne nedenstående. 
Udregn i Maple - Binomialkoefficienten  kan bestemmes i Maple med kommandoen: binomial(n,r)

 

d) Bestem sandsynligheden for at få præcist 3 piger i en søskendeflok på 7? 

 

e) Bestem sandsynligheden for at få højst 2 piger i en søskendeflok på 7? 

 




Binomialfordelingen i Maple

Binomialsandsynligheder kan findes nemt i Maple med følgende kommandoer (Gym-pakken skal indlæses):

Hvis  er binomialfordelt med antalsparamenter  og sandsynlighedsparameter , 
dvs.   findes følgende sandsynligheder:

·   sandsynligheden for præcist  succeser =    
[binpdf = forkortelse fra eng.: binomial probability density function]

·   de kumulerede sandsynligheder fra 0 til og med  successer =  [forkortelse fra eng.: binomial cumulative density function]

·   de kumulerede sandsynligheder fra og med r til og med q successer =  

·   de kumulerede sandsynligheder fra og med r successer med = 

· Pindediagram fås med kommandoen: pindediagramBIN(n,p)

· Binimialkoefficienten bestemmes med kommandoen: binomial(n,r)


Øvelse 3
Lad  være binomialfordelt .
a) Angiv antalsparameteren og sandsynlighedsparameteren. 
b) Benyt Maple til at bestemme sandsynlighederne: 
· Præcist 15:   
· Højst 10: 
· Under 12:  
· Mindst 18:  
· Over 25: 
· Mellem 20 og 30 (20 og 30 inkl.): 

c) Tegn pindediagrammet for sandsynlighedsfordelingen for . Hvilke udfald er meget usandsynlige? Hvilke er meget sandsynlige?




Middelværdi og spredning for binomialfordelingen
Sætning
En stokastisk variabel , der er binomialfordelt med en antalsparameter  og en sandsynlighedsparameter  har middelværdi,  og spredning,  bestemt ved  

		 og 	








Bevis for 
Når , så har vi udfaldene: ,  og 
De tilsvarende sandsynligheder i binomialfordelingen: 

 
 
 

 

Vi indsætter i formlen for middelværdien: .






Dvs. når , passer det med, at middelværdien er .

Hvis , skal spredningen ifølge formlen være .

Det vil vi påvise nedenfor ved at indsætte i formlen for spredningen for en stokastisk variabel: 


Her skal vi kun have tre -værdier (0, 1 og 2) med: 


Vi ved desuden, at og vi kender de tre sandsynligheder fra tidligere i beviset. 


Vi får Maple til at reducere det lange udtryk:  
 
 



Eksempel 2
Den stokastiske variabel  er binomialfordelt med antalsparameter  og sandsynlighedsparameter . Dvs.  . 

Middelværdien bliver 		 
Og spredningen bliver 	

Nedenfor i figur 1.a ses et pindediagram af fordelingen af .

Eksempel 3
En anden stokastisk variabel  er binomialfordelt med og . 

Middelværdien bliver 		 
Og spredningen bliver 	

Nedenfor i figur 1.b ses pindediagram af fordelingen af .
[image: ][image: ]














Figur 1.a: Pindediagram af fordelingen for 

Figur 1.b: Pindediagram af fordelingen for 




Øvelse 4
Sammenlign middelværdier og spredninger fra eksempel 2 og 3 med de to pindediagrammer i figur 1.a og 1.b. 
a) Hvad betyder middelværdien?
b) Hvordan kan spredningen forstås/tolkes?

Øvelse 5
Bestem middelværdi og spredning for en binomialfordelt stokastisk variabel med antalsparameter  og sandsynlighedsparameter .  



Øvelse 6
Et binomialforsøg består i 50 kast med en symmetrisk terning, hvor antallet af seksere tælles.
a) Angiv antalsparameter og sandsynlighedsparameter.
b) Tegn pindediagram i Maple vha. kommandoen pindediagramBIN(n,p).   
c) Bestem middelværdi og spredning. 

Øvelse 7
En restaurant ved af erfaring, at 12% af bordbestillingerne aldrig bliver benyttet, dvs. at selskabet ikke dukker op. Antag, at restauranten har 22 bordbestillinger en aften, og at  er den stokastiske variabel, der angiver antallet af selskaber, der ikke dukker op. 
a) Bestem middelværdi og spredning for 
b) Giv et bud på en tolkning af middelværdien og spredningen ind i den konkrete sammenhæng. 


Simulering af binomialfordeling
Øvelse 8
a) Kast 20 terninger og noter i tabellen nedenfor, hvor mange 6’ere I får. 
Gentag dette 40 gange. 

	Nr. kast
	Antal 6’ere
	Nr. kast
	Antal 6’ere

	1
	
	21
	

	2
	
	22
	

	3
	
	23
	

	4
	
	24
	

	5
	
	25
	

	6
	
	26
	

	7
	
	27
	

	8
	
	28
	

	9
	
	29
	

	10
	
	30
	

	11
	
	31
	

	12
	
	32
	

	13
	
	33
	

	14
	
	34
	

	15
	
	35
	

	16
	
	36
	

	17
	
	37
	

	18
	
	38
	

	19
	
	39
	

	20
	
	40
	

	
Gennemsnit: 




b) Bestem gennemsnittet af antallet af 6’ere i de 40 gentagelser. 
c) Hvis den stokastiske variabel  betegner antallet af 6’ere kast med 20 terninger, kan det antages, at er binomialfordelt. Forklar hvorfor. 
d) Hvilken antalsparameter og sandsynlighedsparameter har denne binomialfordeling.
e) Bestem middelværdien for  og sammenlign med gennemsnittet. Hvor tæt er de to tal på hinanden?
f) Overvej hvor mange gentagelser I ville skulle op på for, at gennemsnittet nærmer sig middelværdien med 1 decimals nøjagtighed.  

g) Udfyld tabellen nedenfor ud fra jeres resultater ovenfor (benyt gerne Maple-arket terningeksperiment.mv i Lectio). 

	Udfald, 
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	…

	Hyppighed
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Frekvens 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
De teoretiske sandsynligheder
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



a) Ville I stole på mig, hvis jeg kom og fortalte, at jeg havde slået 19 eller 20 seksere med 40 terninger?
Vi samler til sidst alle udfald af jeres slag i Maple og undersøger om vi nærmer os de teoretiske sandsynligheder. 


Øvelse 9 
Brug hjemmesiden (http://123mat.dk/Vaerktoej/Sandsynlighed/Kasino-Terning.aspx) til at simulere 100 kast med en terning og noter antallet af seksere og ikke-seksere
	Udfald
	6
	Ikke 6
	I alt

	Resultat
	
	
	100


Lad den stokastiske variabel  være antallet af 6’ere i de 100 kast. Dvs. . 
a) Bestem antalsparameter  og sandsynlighedsparameter  for binomialfordelingen. 
b) Tegn pindediagrammet for sandsynlighedsfordelingen for .
c) Beregn middelværdi og spredning for .
d) Bestem sandsynligheden for det pågældende resultat fra simuleringen. 
e) Beskriv hvor udfaldet fra simuleringen ligger i pindediagrammet samt hvor langt det ligger fra middelværdien (inddrag evt. spredningen).

Antag nu at I slår med en rigtig terning 100 gange. Resultatet bliver  seksere.  
f) Hvordan ville jeres opfattelse af den terning være? - Ville det kunne ske med en ”ærlig” terning? 
g) Hvordan kan binomialfordelingen  være med til at give en vurdering af terningen? 
Øvelse 10
Bestemte tulipanløg sælges med en spiringsgaranti på 88%. Der indkøbes og udplantes 50 løg.
1. Hvad er sandsynligheden for, at alle 50 løg spirer?
1. Hvad er sandsynligheden for, at kun 25 løg spirer?
1. Hvad er sandsynligheden for, at højst 30 løg spirer?
1. Hvor mange løg vil i gennemsnit spire? 
1. Hvis vi tror på, at spiringsgarantien på 88% er korrekt. Hvilke udfald (antal løg der spirer) vil vi så kunne acceptere som sandsynlige. Hvilke udfald vil være for usandsynlige?

Sandsynlige og usandsynlige udfald
Hvis antalsparameteren er stor () kan man benytte middelværdien og spredningen som et mål for, hvilke udfald af den stokastiske variabel, der er de mest sandsynlige og hvilke, der er for usandsynlige til, at de burde kunne ske. 

De mest sandsynlige udfald er dem, der ligger tæt omkring middelværdien. Her benytter vi spredningen som mål for, hvad der ligger tæt på middelværdien og betragter udfald i intervallet . I næste eksempel undersøger vi sandsynligheden for, at en binomialfordelt stokastisk variabel  får udfald i dette interval. 

Eksempel 4 
Vi antager, at . 
Det kan bestemmes, at middelværdien er  og spredningen er .
Sandsynligheden for at få udfald i intervallet, der ligger en spredning fra middelværdien til hver side bestemmes (vha. kommandoen bincdf(n,p,r,q) i Maple): 







Dvs. sandsynligheden for at få mellem 139 og 161 heldige udfald ud af 1000 er 69,16%. Sagt på en anden måde: der er 69,16% chance for, at udfaldene befinder sig i intervallet  

Men der er jo stadig en del af den samlede sandsynlighedsmasse på 100% tilbage, når der kun er ”brugt” 69,19%.  Vi vil derfor i eksempel 4 bevæge os endnu længere væk fra middelværdien. 



Eksempel 5
Vi har stadig, at  samt at  og .
Vi bestemmer nu sandsynligheden for at få -værdier, der ligger højst 2 gange spredningen væk fra middelværdien, dvs. i intervallet .




Den samlede sandsynlig for at få udfald på mellem 128 og 172 heldige ud af de 1000 er dermed 95,93%. 
[image: ]Det ses i figur 2, at ”det meste” af pindediagrammet er placeret inden for intervallet . 


Omvendt betyder det, at den samlede sandsynlighed for 
at få udfald, der er mindre end 128 eller større end 172 (intervallerne  og ) er

.





Figur 2: 95% af den samlede sandsynlighed er 
placeret ved udfaldene i intervallet




Ud af i alt 1000 udfald virker antallet af udfald i intervallet fra 128 til 172 heldige ikke som mange. 
Men når man på et zoom af pindediagrammet (figur 3) ser, hvor lav sandsynlighed, der er for hvert af udfaldene i intervallerne  og , så giver det fin mening, at de mest sandsynlige udfald, og det vi dermed kan forvente, ligger i intervallet  



[image: ]Figur 3

Det ses i pindediagrammet i figur 3, at sandsynlighederne for udfaldene, der er mindre end 128 eller større end 172 alle er mindre end 0,005. Det vurderes oftest til at være så lavt, at vi siger, at det er for usandsynligt at få disse udfald. 

Generelt gælder, at den samlede sandsynlighed for en binomialfordelt stokastisk variabel med stor antalsparameter vil være fordelt ved: 
ca. 68% for at få værdier højst en gange spredningen fra middelværdien
ca. 95% for at få værdier højst to gange spredningen fra middelværdien
ca. 99,7% for at få værdier højst tre gange spredningen fra middelværdien


Øvelse 11
Et gartneri dyrker tulipanløg og sælger et parti på 5.000 løg til en supermarkedskæde. Risikoen for et tulipanløg ikke springer ud er 12%.   
a) Bestem vha. middelværdi og spredning intervallet for de 95% mest sandsynlige udfald af antal løg, der springer ud. Figur 1b
Figur 1a


2

image3.png
003

002

001

120 1140 160 ! 180 200
p—20=128 E¥20=172





image4.png
0010

0.008

0.006

0.004

0.002

50

100

128 150 172
x

200

250




image1.png
010

008

006

004

002

70

60

50

40

30

20

10




image2.png
007

006

005

004

003

002

001

10

20

30

40

50

60

70





2 u   matematik     marts 2025     1     Binomialfordelingen     E k sempel   1   Vi ser på et eksp er i m ent ,   hvor vi kaster en almindelig terning  fi re   gange.  Vi v il tælle an tallet af  seksere   i de  fire   kast.    Ud fra dette  opstiller vi en   stokastisk   variabel  𝑋 , som tæller antallet af sek sere i de fire kast.      Når vi kaster med en almi ndelig ter ning ,   har vi u middelbart   seks   ud fald . Men når vi kun  tæller  antallet  af s ek sere og er lige glad e   med de andre udfal d   indsnævres  udfaldsrum met til :     𝑈 = ሼ sekser ,   ikke - sekser ሽ     U d fra disse   to udfald   kan  vi  ops tille   to sandsynligheder for vores to udfald:        𝑃 ሺ se kser ሻ = 𝑃 ( 6 ) = 1 6   𝑃 ሺ ikke - sekser ሻ = 𝑃 ሺ 6 𝑐 ሻ = 1 − 1 6 = 5 6     Ved hvert   af de fire   kast kan vi enten slå en sekser eller noget andet.  Vi   ku nne   godt   ill ustrere  antal muligheder   vha .   et tælletræ. Men det bliver hurtigt lidt stort , s å   det spri nger vi over .   I  stedet opskrives nogle af  mulighederne   her   ( 𝑥   står for ikke - sekser ) :        666 6 , 66 6 𝑥 , 6 6 𝑥 6 , 6 𝑥 66 , 𝑥 6 66 , 6 6 𝑥 𝑥 , … , 𝑥𝑥𝑥𝑥       Der kan jo  enten   være  4, 3, 2, 1 eller  0   seksere i vores fire kast.  Så det bliver til en del muligheder.   Vi kan beregne antallet af kombinationer ved at bemærke, at ved hvert kast er der to  muligheder, og da vi kaster  fire   gange,  få r vi   2 ⋅ 2 ⋅ 2 · 2 = 2 4 = 16   kombinationer   i alt .     Vi vil nu bestemme sandsynligheden for at slå  præcist to   sekser e  i de fire kast . Det   er o pfyldt  me d en af  følgende seks  kombinationer   66 𝑥 𝑥 , 6 𝑥 6 𝑥 , 𝑥 66 𝑥 , 6 𝑥𝑥 6 , 𝑥𝑥 66 , 𝑥 6 𝑥 6       Antallet af kom binationer ,   hvor  vi  vælge r   to ele menter  ud af 4 elementer   og rækkef ølgen er  uden betydning ,   kan vi bestemme med  𝐾 ሺ 4 , 2 ሻ = 6 .     Først bestemmer vi sandsynligheden for  to   af disse   kombinations muligheder :    𝑃 ሺ 66 𝑥 𝑥 ሻ = 𝑃 ሺ 6 ሻ ⋅ 𝑃 ሺ 6 ሻ ⋅ 𝑃 ሺ 6 𝑐 ሻ · 𝑃 ሺ 6 𝑐 ሻ = 1 6 ⋅ 1 6 ⋅ 5 6 · 5 6 = ൬ 1 6 ൰ 2 ⋅ ൬ 5 6 ൰ 2     𝑃 ሺ 6 𝑥 6 𝑥 ሻ = 𝑃 ሺ 6 ሻ ⋅ 𝑃 ሺ 6 𝑐 ሻ ⋅ 𝑃 ሺ 6 ሻ · 𝑃 ሺ 6 𝑐 ሻ = 1 6 ⋅ 5 6 ⋅ 1 6 · 5 6 = ൬ 1 6 ൰ 2 ⋅ ൬ 5 6 ൰ 2     Sandsynligheden for d is s e   t o  muligheder   bliver naturligt nok det samme.   De f ire reste rende  muligheder vil have samme sandsynli gheder som de ovenstå ende to.              

