2u matematik	Sandsynlighedsregning	marts 2025
Sandsynlighedsregning
Grundlæggende begreber

Udfaldsrum
I sandsynlighedsregning ser man på alle tænkelige udfald, det såkaldte udfaldsrum . 
Sommetider er  endelig (fx resultatet ved kast med en terning), andre gange uendelig (fx resultatet af måling af en persons højde).


Eksempel
Til at begynde med vil vi arbejde med endelige udfaldsrum 
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	Figur 1

Udfaldene i  ovenfor er vist med bogstaver. Udfaldene er bogstaverne A, B, C, D, E, F, G, H. Dvs. 8 udfald i alt. 

Sandsynlighedsfelt
En matematiks model af et eksperiment med tilfældigt udfald, der opfylder nedenstående punkter kaldes et sandsynlighedsfelt.
1. En afgrænsning af de mulige udfald  i udfaldsrummet . 
2. En sandsynlighed  for hver af disse udfald i . 
3. Sandsynligheden for et udfald  er et tal, hvorom der gælder, at , og summen af sandsynlighederne for alle udfaldene i  er . 

Fastlæggelse af sandsynligheder
Der er i princippet tre måder at fastlægge sandsynligheder på: 1) Symmetriske sandsynligheder, 2) frekventielle sandsynligheder og 3) subjektive sandsynligheder. I denne note vil kun de to første blive omtalt. 

Symmetriske sandsynligheder: 
Her har alle udfald samme sandsynlighed, så sandsynligheden for en hændelse  kan findes som	


Ordet gunstig betyder: som er til fordel.  

Frekventielle sandsynligheder: 
Her bestemmes sandsynligheden for hændelsen  på baggrund af udførslen af gentagne eksperimenter ved




Hændelser
Ved en hændelse,, forstås et eller flere udfald fra udfaldsrummet. 
I figur 2 er hændelsen, , de to udfald 2 og 3 ud af det samlede udfaldsrum, , der består af udfaldene 1, 2, 3, 4 og 5. 
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Figur 2

Ved sandsynligheden for en hændelse forstås summen af sandsynlighederne for de udfald, der indgår i hændelsen. Dvs. 


Eksempel
Antag at et bestemt spil (tænk på et slags lykkehjul) kan resultere i farverne hvid, gul, rød, grøn, blå og sort med følgende sandsynligheder:
	U
	Hvid
	Gul
	Rød
	Grøn
	blå
	sort

	P(u)
	3%
	16%
	21%
	40%
	15%
	5%



Tabellen ovenfor er et sandsynlighedsfelt, da det opfylder kravene for et sandsynlighedsfelt. 

Additionsprincippet brugt i sandsynlighedsregning
Vi vil først bestemme sandsynligheden for hændelsen, at lykkehjulet lander på en af farverne rød, grøn eller blå. 
Her benytter vi additionsprincippet, da hændelsen siger at det enten er udfaldet rød, grøn eller blå, der gør at hændelsen er indtruffet. Vi lægger derfor sandsynlighederne for hvert af udfaldene sammen for at bestemme sandsynligheden for hændelsen:
 


Dvs. sandsynligheden for ved en kørsel at få rød, grøn eller blå er 76%.



Multiplikationsprincippet brugt i sandsynlighedsregning
Vi vil nu bestemme sandsynligheden for den hændelse, at lykkehjulet køres 3 gange og lander på først rød, dernæst grøn og til sidst blå.  
Her benytter vi multiplikationsprincippet, da hændelsen egentlig kræver, at tre uafhængige hændelser sker - nemlig at det både skal være en rød, en grøn og en blå. Vi ganger derfor sandsynlighederne for hvert af udfaldene for at bestemme sandsynligheden for hændelsen:
 


Dvs. sandsynligheden for ved 3 kørsler at få rød, grøn og blå er 1,26%. 
Læg mærke til kravet om, at de enkelte delhændelser skal være uafhængige af hinanden. Dvs. hvis man først har fået rød, så må sandsynligheden for at få de andre farver ikke pludselig ændres. 

Øvelse 1
a) Hvad er sandsynligheden for at få følgende kort ved ét træk fra en stak almindelige spillekort? (kom først lige i tanke om hvor mange kort der er i alt )
1. en ruder
2. et rødt kort
3. en konge
4. et billedkort

b) Overvej hvad de fire sandsynligheder egentlig betyder.  
c) Hvad er sandsynligheden for i to træk efter hinanden at trække to ruder? Overvej om der er forskel på sandsynlighederne alt efter om man lægger det første kort tilbage i bunken eller ikke. 


Øvelse 2
a) 100 terninger kastes og resultatet noteres i tabellen nedenfor. Herefter kastes terningerne igen, og resultaterne for de 200 kast noteres. Ligeledes gøres for 300 kast.

	Antal kast
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	100
	
	
	
	
	
	

	200
	
	
	
	
	
	

	300
	
	
	
	
	
	



Beregn frekvensen for de forskellige øjne og indsæt i nedenstående tabel.
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	100
	
	
	
	
	
	

	200
	
	
	
	
	
	

	300
	
	
	
	
	
	

	Forventet
	
	
	
	
	
	


b) Er 100 kast nok til at få et repræsentativt resultat? Hvad med 300?
c) Hvad bliver middelværdien ved hhv. 100, 200 og 300 kast?
Øvelse 3
Der kastes to terninger, en sort og en hvid. Vi ser på følgende fire hændelser: 
A = de to terninger viser samme øjental
B = summen af øjentallene er 4 		
C = der forekommer mindst en sekser 
D = differensen er mindst 3

a) Overvej hvordan du kan benytte en tabel som nedenunder til at bestemme sandsynlighederne for de fire hændelser: 

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	1
	
	
	
	
	
	

	2
	
	
	
	
	
	

	3
	
	
	
	
	
	

	4
	
	
	
	
	
	

	5
	
	
	
	
	
	

	6
	
	
	
	
	
	



b) Bestem sandsynlighederne for hver af de fire hændelser A, B, C og D. 




c) Bestem sandsynligheden for hændelserne, hvor man slår de to terninger og udregner summen af øjentallene. Hvilke forskellige hændelser kan man få og hvad er sandsynligheden for dem? Indskriv i skemaet nedenfor: 

	Sum
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	




d) Hvad, tror I, ville ske med frekvenserne, hvis man udførte eksperimentet ”at slå med to terninger og udregne summen” med 100 kast, 1000 kast eller 1.000.000 kast?


Øvelse 4
Gå ind på http://123mat.dk/Vaerktoej/Sandsynlighed/Kasino-Terning.aspx vælg 2 terninger. Åben desuden Excel-dokumentet ”Sandsynlighedsregning - kast med terninger.xlsx”. 
a) Eksperimentet er nu kast med to terninger - betragt øjensummen. Simulér et antal kast (simulatoren giver hyppigheden for hvert af udfaldene) og udfyld søjlen med antal (erstat kun de røde tal) med dine resultater fra simulatoren i Excel-dokumentet. (Excel-dokumentet ligger i Lectio)
b) Hvor mange kast skal du lave, før dine resultater ser repræsentative ud i forhold til det forventede?
Mere om regning med hændelser
Hvis vi har et tilfældigt udfaldsrum  og to tilfældige hændelser  og , så benyttes følgende mængdenotation:

	Notation
	Matematisk beskrivelse
	Forklaring
	

	


	Foreningsmængden af  og .

	Udfaldet ligget i  eller  eller dem begge.
	[image: stat2.png]

	


	Fællesmængden af  og .
	Udfaldet ligger både i  og .
	[image: stat3.png]

	


	Komplementet til 
	Den modsatte hændelse af 
	[image: stat4.png]



Den tomme mængde benævnes  og optræder eksempelvis, hvis vi finder fællesmængder af to hændelser, som ikke har noget fælles udfald. 

Øvelse 5
Ved kast med én terning har vi hændelserne

Udfyld nedenstående skema og eftervis evt. resultater vha. terningesimulatoren.
	Hændelse
	Udfald
	Sandsynlighed

	
	4,5,6
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	






Øvelse 6 - Galilei 
En spiller satte astronomen Galileo Galilei (1564-1642) overfor følgende problem:
· Kast 3 terninger samtidigt og beregn summen af øjnene
Hjælp Galilei med at bestemme sandsynlighederne nedenfor. 

a) Hvad er sandsynligheden for at få summen 9?
b) Hvad er sandsynligheden for at få summen 10?


Øvelse 7 - d’Alembert og Laplace
To spillegale matematikere diskuterede et problem, der knyttede sig til et terningspil: 
Kast to mønter samtidigt - Hvad er sandsynligheden for at mindst en af mønterne viser plat?

Jean d’Alembert (1717-1783) mente at det måtte være to ud af tre muligheder. Dvs. 2/3. 
Pierre-Simon Laplace (1749-1827) mente at det måtte være tre ud af fire muligheder. Dvs. 3/4.

a) Hjælp de to matematikere med at finde ud af hvem, der havde ret. 
b) Kan striden afgøres ved et eksperiment?


Øvelse 8 - Fermat og Pascal
En parisisk spiller Chavalier de Méré gav i 1600-tallet matematikeren og filosoffen Blaise Pascal følgende to problemstillinger, som han begyndte at brevveksle med sin ven Pierre Fermat om: 

a) Delingsproblemet:
To personer A og B spiller et spil, som de er lige gode til. De enes om, at indsatsen tilfalder den af dem, der først har vundet i alt 6 spil. Imidlertid bliver de nødt til at forlade spillet i en situation, hvor A har vundet 5 spil, mens B har vundet 2. 

Spilleren de Mérés problem var nu, hvordan A og B mest retfærdigt skal dele indsatsen. 
Hjælp ham med at fordele indsatsen retfærdigt!


b) Terningproblemet:
To forskellige spil: 
· Hvad er sandsynligheden for at få ”mindst én sekser”, hvis du kaster én terning 4 gange?
· Hvad er sandsynligheden for at få ”mindst én dobbelt sekster”, hvis du kaster to terninger 24 gange?

Spilleren de Méré havde gennem rigtigt mange spil fundet ud af, at frekvensen for mindst én sekser i 4 kast var højere end frekvensen for at få mindst én dobbelt sekser i 24 kast. Dette undrede ham for 4/6 er jo det samme som 24/36. 
Hjælp ham med at finde ud af om han har ret!

Brevvekslingen om disse problemstillinger mellem Fermat og Pascal betragtes i dag som sandsynlighedsregningens egentlige gennembrud. 

Først i 1812 udkom det første grundlæggende værk om sandsynlighedsregning. Laplace samlede egne og andres resultater vedr. sandsynlighedsregning i Théorie analytique des probalitetés. På trods af dette værk blev sandsynlighedsregningen stadig i mere end 100 år opfattet som mindre seriøst inden for matematikken pga. den stærke tilknytning til eksperimenter og praksis. 
Først i 1930’erne fik russeren Kolmogorov opstillet et strengt matematisk grundlag for sandsynlighedsregningen, der gav den status blandt andre matematiske discipliner.   

Stokastisk variabel
Eksempel: Vi kaster to mønter, så vi har som udgangspunkt et udfaldsrum  med udfaldene 

PP, PK, KP, KK. 

Vi kobler nu et lille spil på, der gå ud på, at når man får to ens sider, giver det point. To forskellige sider giver minuspoint. 

Helt konkret: 
KK giver 2 point, PP giver 1 point, mens PK og KP begge giver -1 point.
 
	Udfald
	PP
	KP
	KK

	Pointtildeling 
	1
	-1
	2



Beskrivelsen for pointtildelingen, giver en beskrivelse af en såkaldt stokastisk (tilfældig) variabel , der i dette tilfælde kan antage værdierne 1,  og 2.  

Vi ser først på udfaldenes sandsynligheder:

	
	P
	K

	P
	PP
	PK

	K
	KP
	KK



Dvs. ,   og 
	
Sandsynlighedsfordelingen for vores stokastiske variabel  kan skrives ind i en tabel: 
	
	
	1
	2

	
	
	
	



De kan også skrives: 
, 	, 	


Generelt:
Når et eksperiment er udført, kender man værdien af den stokastiske variabel  på baggrund af en bestemt beskrivelse (pointtildeling, udbytte ved et spil eller en bestemt måling). 
De værdier  kan antage, kalder vi . 

Samlet set giver sandsynlighederne  sandsynligheds-fordelingen for .

Middelværdi og spredning
Den forventede værdi - eksempelvis det forventede antal point ved vores spil ovenfor, kaldes for middelværdien for sandsynlighedsfordelingen. Vi benævner middelværdien med  (det græske bogstav mu - udtales my) og er givet ved at gange hver af værdierne  med deres tilhørende sandsynligheder  og så lægge dem sammen. 


Middelværdien bestemmes ved 



Fra vores eksempel ovenfor har vi


Altså er vores middelværdi . Dvs. det forventede antal point ved et spil vil være 0,25. Det forventede antal point ved 100 spil vil så være . 


Spredningen er et tal, der giver en ide om, hvor spredt værdierne af  ligger i forhold til middelværdien. 



Spredningen bestemmes med formlen


Ved vores eksempel bliver spredningen: 




Øvelse 9 (uden hjælpemidler undtagen i opgave e)
Tabellen viser sandsynlighedsfordelingen for en stokastisk variabel . 
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	



a) Bestem .
b) Bestem sandsynligheden for at  er mindre eller lig med 2.
c) Bestem sandsynligheden for at  er positiv.
d) Bestem middelværdien  for den stokastiske variabel . 
e) Bestem spredningen  for den stokastiske variabel . (Her må I gerne bruge hjælp til at regne )

Øvelse 10 - arbejd endelig i Maple
Kast med to terninger:
1) Én stokastisk variabel  er beskrevet ved produktet af de to øjental. 
2) En anden stokastisk variabel  er beskrevet ved den største af de to øjental.

a) Lav tabeller, der indeholder værdierne og sandsynlighederne af de to stokastiske variable  og .  (Hint - start ud med en tabel som i øvelse 3)
b) Tegn pindediagrammer, der viser sandsynlighederne for hver af de to stokastiske variable. (kommando plotPindediagram, skriv sandsynlighedstabellen i en matrice)
c) Giv et bud ud fra de to pindediagrammer på, hvor middelværdien ca. ligger. 
d) Giv et bud ud fra de to pindediagrammer på, hvilken af de to stokastiske variable der har størst spredning. 
e) Bestem middelværdier for  og . (kommando: middel)
f) Bestem spredninger for  og . (kommando: spredning)
 


Øvelse 11
To personer vil tage 3 flasker spiritus gennem tolden. Der er 10% risiko for at blive taget i tolden. 
De kan nu følge en af to strategier: 1) den ene tager alle tre flasker. 2) den ene tager en flaske og den anden tager to.
 
a) Hvilken strategi er ”bedst”? 

(Hint: opstil en stokastisk variabel, der kan antage værdierne 0, 1, 2 eller 3 dækkende over antallet af flasker som de får med igennem tolden. Dvs. lav en sandsynlighedstabel for hver af strategierne og bestem middelværdi og spredning)
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