142 || 5. VEKTORER 4 - LINJER 0G CIRKLER

> T T T T T T T T T —
-1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Figur 19

En anden partikels bevaegelse kan beskrives med

()= () +()

Som far passerer partiklen punktet (2,3), og fordi hastighedsvektorerne

4 ~B

G) = (2)
er paralielle, bevaeger begge partikier sig ad den samme linje. Hastighedsvektoren for den
anden partike! er dobbelt s3 lang og orienteret modsat hastighedsvektoren for den forste par-

tikel. Den anden partikel gennemlaber derfor linjen med en dobbelt sa stor fart og i den mad-
satte retning i forhold til den farste partikel,

Vi vender tilbage til emnet vektorfunktioner i MAT A3 stx.

SKAERING MELLEM LINJER

To linjer i planen har ét skeeringspunkt, ingen skaeringspunkter eller uendelig mange skaerings-
punkter afhaengigt af linjernes indbyrdes placering:

leke parallelle - TParaIIelIe o ﬁParaIIelle
/ kke sammenfsldende Sammenfaldende
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Figur 20 Figur 21 Figur 22
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Beregning af skesringspunkier kan foretages pa flere mader. Vi skal i det falgende se teknikker
til at bestermme et skaaringspunkt, nar linjerne er givet ved to ligninger, to parameterfremstillinger
og en ligning og en parameterfremstilling.

TO LIGNINGER

To linjer er parallelle, netop nar linjernes normalvektorer er parallelle. Det kan vi benytte til at
afgere, om to linjer, der begge er givet ved en ligning, har et skaeringspunkt eller j.

Y
T

; ,

Et evt. skesringspunkt bestemmes ved at lese to ligninger med to ubekendte. Vi har tidligere i
MAT six grundforieb) demonstreret de to teknikker lige store koefficienters metode og substitu-
tionsmetoden, og viser ogsa her, hvordan metodemne forleber.

Figur 23 Figur 24

EKSEMPEL 8
Linjemne m og n har ligningeme

m: 2x+43y—-4=0 og n: 4x-5y-30=0.

Vi bemazrker, at de to normalvektorer (g) og (_4

5) ikke er parallelle. Linjerne har derfor et

skaaringspunkt.

Ligningerne udger et ligningssystem, som vi leser med lige store koefficienters metode. Vi
skaffer den samme koefficient til x og treskker efterfalgende den ene ligning fra den anden
ligning.

2x+3y—-4=0 4x+6y—-8=0
4x —5y -30=0 4x — 5y —30=10

Nér vi traskker den nederste ligning fra den everste, far vi en ligning, hvor x ikke optrasder:

lly+22=0 & y=-2.
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Resultatet indsasttes i en af de to oprindelige ligninger. Vi vaelger den forste:
2X+3:(-2)~4=0 & 2x-10=0 & x=05

Linjemes skaeringspunkt er alts3 (%, ¥) = (5, -2). Situationen er vist pa figur 25.

Figur 25

EKSEMPEL 9
Skeeringspunktet mellem de to ikke-parallelle linjer

m: 2x-3y—-6=0 og n: =3x+5y+11=0

skal bestemmes vha. substitutionsmetoden. Vi isolerer den ene ubekendte i den ene ligning
og indsaatter resultatet i den anden ligning. Vi veelger at isolere x i den ferste ligning:

=3y —-6=0 & 2x=3y+6 o X=§Y+3-

Resultatet indszetter vi i den anden ligning:

—3(-3-y+3)+5y+11=0 « -—gy—9+5y+11=0

2 —§y+5y+2=0
© —9y+10y+4=0
& y= -4,

Nar y = —4 indsaettes | en af de to oprindelige ligninger fas x = -3, og linjernes skaeringspunkt
er derfor (x, y) = (-3, —4).

Eksemplet illustrerer den besvaerlighed ved metoden, at den ofte farer til regning med broker.

R I

howly o]
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TO PARAMETERFREMSTILLINGER
Nar begge linjer er givet ved en parameterfremstilling, kan vi af retningsvektorerne afgore, om
linjene skasrer hinanden: Hvis og kun hvis retningsvektorerne er parallelle, er linjerne parallelle.

Se figur 26 og 27.
N = ~
..-—/
—1 - ‘
: / >
Figur 26 Figur 27

Vi viser med to eksempler, hvordan skaringspunktet mellem ikke-parallelle linjer kan beregnes.

EKSEMPEL 10
Vi ser pa linjerne / og m med parameterfremstillingeme:

= ()=(5)G) wm ()=(2)+0)

3

punkt. Vi omdaber forst parameteren for den ene af linjerne til s, f.eks. i m. Skazringspunktet
{x, y) mellem / og m ma have parametervaerdier s og f, som passer ind i ligningssystemet

Retningsvektorerne og ! er ikke parallelle, og linjeme har derfor et skasrings-
3

6—2t=2+5 -184+6t=-6—3s
~143t=—-4+3s -143t=-443s

Vi har her multipliceret den ferste ligning med -3, sa parameteren s forsvinder, nar lignin-
gerne laagges sammen:

-18-1+6t+3t=-6—4 & =19+9t=-10
& =90 & t=1.

Skezeringspunktet kan nu beregnes ved at indsestte ¢ = 1 i parameterfremstillingen for #;

(x.y)=(6+1-(-2),-1+1-3)=(4.2).
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Indszttes { = 1 i en af de to oprindelige ligninger, finder man s = 2. Skeeringspunktet kan der-
for ogsa beregnes ved at indszette parametervaerdien 2 i parameterfremstillingen for m:

(x.¥)=(2+2-1,-4+2.3) = (4,2).

7 -
6 -
5 -
4 -
3 -
2 -
'I -
-1 8 9 1011
=1 .I
Figur 28
E
EKSEMPEL 11 N
To partikler p1 og p2 foretager begge i planen en javn, retlinjet bevaegelse: g
. xy_f1 -3 . xy_ (-9 2 o
w ()=(B)(Z) = = ()=(2)+0)
Parametrene s og { regnes i sekunder, og afstanden males i meter.
Vi ser, at retningsvektorerne ikke er paralielle, og at partiklernes banekurver derfor krydser
hinanden. Men steder partikleme ogsa sammen? Det kan vi afgere ud fra de vaardier for s og
t, der laser ligningssystemet
1-3t=-94+2s 1-3t=-942s
~2+42t=3 4-4t=-2s
Vi lezgger ligningerne sammen og far:
1+4-3t-4t=-9 & —Tt==-14 & =2
Resultatet benyttes til at bestemme s:
==-242-t=-242.2=2,
Beregningen viser, at partiklerne befinder sig i banekurvernes skeeringspunkt til det samme F

tidspunkt, og at de derfor kolliderer. Kollisionspunktet finder vi ved at indsaatte parametervaer- ki
dien 2 i en af parameterfremstillingerne, f.eks. den anden:

(x,¥) = (—9+2-20+2-1) = (=52).
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b

Figur 29

EN LIGNING OG EN PARAMETERFREMSTILLING

Nar linjerme er givet ved en ligning 0g en parameterfremstilling, kan vi afgere, om linjerne er
parallelle, ved at sammenligne normalvektoreren i for den ene linje med retningsvektoren 7 for
den anden. Hvis, og kun hvis, 77 og 7 er ortogonale, er linjerne paralielle. Det er vist pa figur 30
og 31.

=~

Figur 30 Figur 31

Hvis linjerne har et skasringspunkt, kan det bestemmes ved at sammensaette parameterfremstil-
lingen og ligningen.

e
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EKSEMPEL 12
Vi ser pa de to linjer

. - . x\_f 2 4
{1 Bx+42y—4=0 og p: (y)_(—11)+t(6)'

Beregningen

_ o (5\ [4\ _ L
n-r—(z)-(ﬁ)—5-4+2 6=32#£0

viser, at prikproduktet mellem normalvektoren 7 for linjen / og retningsvektoren F for linjen p
er forskellig fra 0. De to vektorer er derfor ikke ortogonale, og linjeme er derfor ikke parallelle.
Skaeringspunktet kan bestemmes ved at g4 frem pa folgende made:

Punktet (x, v) ligger p& p, nar
x=x(t)=2+4t og y=y(t)=-11+6t

for et eller andet tal £. Vi indsatter de to udtryk i ligningen for / og far pa den made en vaordi
for parameteren £, s3 punktet (x(f), y(f)) ogsa ligger pa /.

5(2+4t) +2(—11+6t) —4=0 & 10+20t - 22+ 12t —4 =0

& 2t-16=0 & t=

M=

Da

1 1
(2+§-4.—11+5-6) = (4,-8),

er skeeringspunktet (4, —8).

EKSEMPEL 13
Vi ser pa de to linjer

. _ . xy __ (-3 5
l: 3x+5y-31=0 og p: (y)_(8)+t(—3)'

Nér vi indszetter parameterfremstillingen i ligningen, far vi

3H(-3+5t)+5(8-3t)—-31=0 & —9+15t+40—-15¢-31=0
= 0=0,

Beregningen viser, at for enhver veerdi af parameteren ¢ ligger punktet
(x(£). ¥{t)) = (-3 + 5¢t,8-3¢)

pa linjen for /. Linjerne er derfor parallelle og sammenfaldende.

=
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ORTOGONALE LINJER

Vi skal se pa teknikker til at bestemme ligninger eller parameterfremstillinger for en linje, der star
vinkelret p& en anden given linje.

EKSEMPEL 14

Vi ensker at bestemme en ligning for den linje m, der gar igennem Py(7, 3) og star vinkelret
pa linjen / med ligningen

I: 3x+2y-18=0.

Normalvektoren for / /i = (g) er retningsvektor for m. Med

= -2
en=(3)

fas derfor en normalvekior til m. Ligningen for m kan nu bestemmes med saztning 1:

“2x~7)+3(y—3)=0 & —2x+14+3y~9=0
& —-2x+3y+5=0.

Se figur 32 og 33.
\ /
8 4
6_ {
4. /511
®
24 Py
4 T T ¥ —> T T T
2 4 6\ 8 10 12 7 4 e\ & 10 12
Figur 32 Figur 33

EKSEMPEL 15

Vi sager parameteriremstillingen for den linje p, der gérigennem Py(2, 6), og som er vinkelret
pa linjen n med parameterfremstillingen

v ()= @)+ (5)

Tvezrvektoren til retningsvektoren P for linjen n er en retningsvektor for linjen p:

- 5
rp=?n=(2).
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En parameterfremstilling for p er derfor givet ved

(-6

Se figur 34 og 35.
T
10+ TO-T
n
8- 8- 7
6 .Pu 6:'_
4 4
A n
21 2
2 4 6 \ 10 12 10 12
Figur 34 Figur 35

tvis linjens ligning er pa formen y=

ax + b, kan man benytte, at der om haeldningeme for ortog-
nale linjer gaslder felgende resultat:

S/ETNING 4
To skré linjer

l: y=ax+b 0g m: y=ecx+4d
er ortogonale, hvis og kun hvis produktet af hasldningeme er —1-

ac = —1.

BEVIE
En linje

-

Fig

Vektore

er derfc

Linjerne

har vid

EKSEMI

Vi skal b
pa linjen

Med bete

Orm hesla
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BEVIS
En linjes hasldning angiver andringen i y-koordinaten, nar x-koordinaten vokser med 1.
! | ! .
. |
i .
o
1 - .
I A |
1 i
Figur 36 Figur 37 !:
Vektorerne i

= 1 - 1 |
() W ()

er derfor retningsvektorer til hhv. fog m.

Linjerne / og m er ortognonale, hvis og kun hvis 7; og Fn er ortogonale. Med formilen
31be 3.b=0 | |

har vi derfor:

ILm& [Llim

& l4+ac=0& ac=-1.

EKSEMPEL 16
Vi skal bestemme forskriften for den linje m, der gar gennem Po(6, 8), og som er ortogenal !

pa linjen ! med forskriften

y=‘—3;xﬂ~2.

Med betegnelserne m: y = cx + d skal vi bestemme konstanteme ¢ og d.

Om hazldningen ¢ gazlder ifelge sz=tning 4

3 4
E'C——l & 3.c=-4 4=>C—-"§.
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Ja linjen skal ga gennem (8, 8), har vi desuden ligningen
=—i-6+d o d=8+§ < d=16.
3 3
Jtsa er forskriften for linjen m

y= —%x+ 16.

ie figur 38.

2. 1% 4 6 8 101232 16

OJEKTION AF PUNKT PA LINJE

ier pa en linje / og et punkt P uden for /. Ved P's projektion pa I forstar vi det punkt R pa /,
er resultatet af at nedfalde P vinkelret pa /. Vi kan bestemme R pa flere mader, f.eks. som
aringspunktet mellem / og den linje m, der er vinkelret pa {og gér gennem P.

’P _

W
LS

Figur 39 Figur 40

EKSEMP
Vi ensker

1. metode

Koordinats
ortogonal

er en norr

er derfor ¢

Vifarenli

Skeerings

Vi laegger

Resultater
punkt er &




