3u matematik		september 2025
Logistisk vækst
Vi skal nu beskæftige os med vækstmodeller, der ikke vokser eksponentielt, dvs. uhæmmet. 

En given population (f.eks. en bakteriekultur) bliver jo ikke ved med at vokse i det uendelige, og dette tager den såkaldte logistiske vækstmodel højde for. På figur 1 ses grafen for en logistisk vækstmodel. Her ses, at grafen flader ud, dvs. væksten er hæmmet.
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Figur 1: Logistisk vækst


Vi ved allerede, at løsningen til differentialligningen  er på formen 

I stedet for konstanten k indfører vi en faktor i differentialligningen, der aftager lineært som funktion af . På denne måde får vi indarbejdet, at væksten hæmmes mere og mere, når  bliver stor. Vi hæmmer væksten med faktoren , hvor  og  er konstanter.



Vi indfører endnu konstant  og omskriver ligningen til den såkaldte logistiske differentialligning: 









Nu er vi kommet frem til den ligningsform, hvor væksthastigheden  er proportionel med  og forskellen mellem en konstant og . Løsningen til den logistiske differentialligning har en graf, der forløber som på figur 1. Funktionstypen kaldes logistisk vækst. 


Sætning 1
Den logistiske differentialligning
		


har den fuldstændige løsning

hvor  er et reelt tal. 

Øvelse 1
Lad.

a) Skitser et par mulige grafer for  i Maple. Find på simple tal, som du kan sætte ind på ,  og ’s plads. Husk at de skal opfylde bestemte krav. Se ovenfor i kassen. 

b) Du skal bestemme følgende grænseværdier for  på to måder

     og       

· Undersøg først grafen fra punkt a). Hvad sker der med y-værdierne, når  bliver meget stor i den ene eller anden retning? 
· Indskriv grænseværdierne i Maple med lim-notationen og undersøg hvad Maple giver som grænseværdier. 


Øvelse 2
Fra tidligere har vi, at         .

a) Forklar hvad der er gjort i omskrivningerne:
 


b) Hvilken type funktion er ? Skitser en mulig graf for .

Hvis man ser  som en funktion af , så følger  den samme slags graf som .

c) Skitser nu mulig graf for  som funktion af , hvor I vælger de samme værdier for  og  (og dermed ) som i øvelse 1a. Dvs.  skal hen ad førsteaksen, og  skal op ad andenaksen.

d) Bestem førstekoordinaten for toppunktet for jeres parabel vha. toppunktsformlen. 

I har du bestemt den -værdi, der giver, at  får sin største værdi.  
e) Hvilken betydning har dette for grafen for ? Sammenlign værdien fra punkt d og værdien af .




Øvelse 3
Lad, hvor  og .
 
a) Opskriv forskriften med de to givne værdier. Konstanten  skal være ubekendt. Gem forskriften i Maple. 

I kender en metode til at bestemme maksimumsted for en funktion. Nemlig ved at løse ligningen 
Vi skal benytte differentialregning til at bestemme, hvor  har den største væksthastighed, dvs. bestemme hvor grafen for  er mest stejl. Dette gøres ved at differentiere  og finde et maksimumsted for . Dvs. ligningen  skal løses. Med denne ligning bestemmes netop det  hvor  har den største tangenthældning. 
Ovenstående ligning svarer ligningen . 

b) Bestem et maksimum for væksthastigheden  ved at løse ligningen   i Maple. Sørg for at Maple isolerer . 

c) Indsæt herefter x-værdien fra punkt b for at bestemme den -værdi, der giver den maksimale hastighed.

d) Forklar betydningen af denne -værdi for grafen for f og for den logistiske vækstmodel.

Øvelse 4  
Øvelse 2 og 3 er to måder at finde det samme på. Forklar hvorfor.

Eksempel 1
Vi vil finde en løsning  til den logistiske ligning

som opfylder .

Her er  og . Ifølge sætningen kan løsningen derfor skrives som 

Da , kan  bestemmes til 

Derfor får vi

Øvelse 5 (uden hjælpemidler)
a) Bestem løsningen  til den logistiske ligning

             der opfylder . (uden at benytte dsolve!)

b) Benyt resultatet fra øvelse 2 til at bestemme, hvor  vokser hurtigst. 




Bevis for sætning 1



Differentialligningen er af typen , hvor  og , og herved kan vi benytte separation af de variable.

Vi husker på antagelsen, at , som skal anvendes senere og separerer de variable:

 
			
Vi benytter følgende omskrivning for at udregne integralet på venstre side.


			 

Bevisøvelse 1
Vis omskrivningen ovenfor ved at udregne højresiden af lighedstegnet. Dvs. sæt på fælles brøkstreg og reducer brøken.


















Bevisøvelse 2
Forklar samtlige skridt i nedenstående og være særlig opmærksom på substitutionen.



Heraf fås: 


	                                                           Subst: 









Bevisøvelse 3
Forklar samtlige skridt i nedenstående og vær særlig opmærksom på de logaritmeregneregler, der benyttes. Find dem i formelsamlingen





		
                         
og hermed har vi vist det ønskede.					■
  

Øvelse 6
Funktionerne f, g og h er 3 forskellige partikulærløsninger til differentialligningen

	


bestemt ved betingelserne  og .

a) Bestem forskrifterne for f , g og h og tegn graferne for de tre i samme grafvindue. 




Øvelse 7
En populations vækst kan beskrives ved differentialligningen

	

hvor  er antallet af individer til tiden t (målt i uger).


Til at begynde med er der 2000 individer, dvs. .
a) Bestem væksthastigheden til t = 0.
b) Angiv den øvre grænse for populationens størrelse.
c) Bestem en forskrift for .
d) Bestem det tidspunkt, hvor populationens vækst er størst (benyt resultatet fra øvelse 2 og 3).


Øvelse 8
Antallet  (målt i tusinde) af individer i en fiskebestand antages at vokse logistisk som funktion af tiden  (målt i år), således at


Populationens størrelse til tiden 1 år er 13. 
a) Bestem væksthastigheden til tiden 1 år. 

Grænseværdien for , når , betegnes .
b) Bestem , og beskriv, hvad dette tal fortæller om populationen. 
c) Bestem en forskrift for .
d) Bestem det tidspunkt, hvor væksthastigheden er størst. 



Øvelse 9
Bestem til differerentialligningen  den løsning , for hvilken det gælder, at .


Øvelse 10
Vi har givet den logistiske model 
a) Tegn grafen for  i et passende interval.
b) Bestem  og forklar betydningen af dette tal
c) Lav en tabel over de relative væksthastigheder .
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d) Lav en lineær regression over tabellens data (altså mellem  og )  og forklar hvorfor vi nu kan konkludere at .
e) Forklar endelig ud fra denne lille undersøgelse, at differentialligningen 
 giver en logistisk model som løsning (gang ud i opgave (c)).
Øvelse 11

	
	1960
	1965
	1970
	…
	2015

	Kina
	667,070,000
	715,185,000
	818,315,000
	…
	1,371,220,000

	Indien
	449,480,608
	497,702,365
	553,578,513
	…
	1,309,053,980



Tabellen viser befolkningstallets udvikling i hhv. Indien og Kina i perioden 1960-2015. Resten af tabellen findes i excel-filen i Lectio. (Benyt derfor import data i Maple)

a) Antag at befolkningen i begge lande vokser lineært og opstil matematiske modeller for disse udviklinger. 
(Med andre ord: Der skal laves regression)
	
b) Vurder om modellerne fra punkt 11a er gode beskrivelser af befolkningsudviklingerne (vurder forklaringsgrad, residualplot og residualspredning). 

c) Antag at befolkningen i begge lande vokser eksponentielt og opstil matematiske modeller for disse udviklinger. 

d) Vurder om modellerne fra punkt 11c er gode beskrivelser af befolkningsudviklingerne.
Vi vil nu opstille en model af formen  ; den logistiske vækstmodel.
e) Antag at befolkningsvæksten i begge lande er logistisk og opstil matematiske modeller for disse udviklinger. (Benyt kommandoen LogistReg i Maple)
f) Vurder om modellerne fra punkt 11f er gode beskrivelser af befolkningsudviklingerne. 

I Excel-arket findes også en tabel over tilnærmede relative væksthastigheder for befolkningsudviklingerne. De er beregnet vha. hældningstallet mellem to datapunkter divideret med y-værdien for det pågældende årstal:   .
g) Undersøg om de relative væksthastigheder fra excel-arket er tilnærmelsesvist lineær aftagende. Dvs. udfør lineær regression af værdierne  som funktion af .
Hvilken differentialligning kan opskrives ud fra denne viden? Opskriv ligningen, løs den og sammenlign med den logiske model over det kinesiske befolkningstal.  
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