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5. Vektorer

5.1 Vektorers koordinater

1 Introduktion _
Vektorregning bruges i mange forskellige sammenhaznge. @konomer og in- 1
geniorer bruger vektorer, nér de bygger okonomiske modeller og bygnings-
varker. Og softwareudviklere bruger vektorregning, nar de skaber avanceret
grafik tit spil, film og virtual reality. i

Vektor

En vektor er en laengde og en retning, der horer sammen, fx *1 ¢cm | nord- |
vestlig retning”. En vektor svarer dermed tit en mangde af pile med samme

lzngde og retning.

2 Eksempel

Pa figuren ses to vektorer. De fem pile, der peger skrit op mod venstre, er reprae-

sentanter for den ene af de to vektorer. De to pile, der peger skrat op mod hojre,

er reprasentanter for den anden vektor. |

En vektor navngives som regel med et lilie bogstav med en pil henover, eksem-
pelvis a.

En vektor kan vare fastlagt ved, at den gér fra et punkt A til et punkt 8. S3dan en

vektor betegner vi AB.

Alle vektorer a kan skrives pa formen AB. Vi kan altid Jade pilens begyndelses- |
punkt starte i et punkt A cg lade dens endepunkt vare i et punkt 8, og sd har vi:

a = AB.

3 Eksempel

I koordinatsystemet ses en vektor a fastlagt ved reprasentanten OA, der gar fra
origo 010,0) til punkt A med koordinaterne {a,.a.}.

Vektoren OA kaldes for stedvektoren for punkt A,

4 Definition
Koordinaterne til vektoren a defineres som punkt A’s koordinater, og de skrives
lodret for ikke at blande koordinater til punkter og vektorer sammen:
a=(2).
En vektors koordinater er dermed to tal, a, og a , som angiver, at man fra pilens

begyndelsespunkt skal ga a, enheder i x-aksens retning og derefter g, enheder i
y-aksens retning for at komme til pilens endepunkt.
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5 Eksempel
| koordinatsystemet ses 3 reprasentanter for vektoren v =(§) 2
For hver reprasentant gzelder, at man kommer fra pilens startpunkt /
til dens endepunkt ved at ga: "
3 enheder i x-aksens retning og i
2 enhederi y-aksens retning. -1 1 3 3 x
6 Eksempel 2 Mgmbesvindue 7 2 Tepashioh___ix
| et CAS-program kan der 0gsa tegnes vektorer, og man V-:n'n'r"d: R

s - ) Off= 0]
kan fa forskellige storrelser beregnet. Her har vi faet ee=Q) : %@%
Geaogebra til at beregne lengden af vektoren g, ' &

. e 1 H H ’
7 Definition va
Den sdkaldte nulvektor & =(g) har ingen leengde og reprasenteres ved at punkt.
En vektor, der ikke er nulvektoren, kaldes en egentlig vektor.
¥
a
8 Eksempel ‘
| koordinatsystemet ses en egentlig vektor v= (:1) og nulvektoren 0= (g]. L
H i

9 Saetning
Koordinaterne til en vektor mellem to punkter Ala,, a )} og Bb,, b)
bestemmes ved at treekke startpunktets koordinater fra endepunktets

koordinater: AB= ( b -a, )
b, —a,

10 @velse
a. Tegn tre reprasentanter for vektoren o= [_;) i et koordinatsystem pd kvadreret
papir.

11 @velse

En vektor g fastlzegges ved, at den gar fra A til 8, hvor A{2,1) og B{3.4).

a. Indtegn punkterne A og B og vektoren AB i et koordinatsystem.

b. Bestem koordinaterne til a = AB.

¢. Tegn yderligere en repraesentant for vektor g i samme koordinatsystem med
startpunkt i (0,01

12 Pvelse

a. Afszt punkterne A (-1,2} og B(2,1} i et koordinatsystem i et CAS-program.
b. Tegn vektoren AB, og bestem koordinaterne til AB vha. CAS.

¢. Bestem ogsa koordinaterne ved hjaelp af formlen i satning 9.
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: [ 5.2 Vektorregneregler 1

13 Introduktion

Sleebebaden trazkker i de to skra stalwirer med ens kraft.
P4 den tegnede vektormode! af situationen er vektorerne
F 0y ":; de krafer, der trekkes med i de to wirer. Leangden
af en vektor kan vise styrken i traekkraften - jo lengere

M

vektor, jo storre kraft traekkes der med.
Summen af de to krzfter er lig med den bla vektor £_ = F, +F£..

14 Definition
Summen af to vektorer er en ny vektor, hvor koordinaterne er summen af

de to vektorers koordinater.

For vektorerne d ’(5.) og b= [g

) er summen af dem d+5=[
?

a +b.)
a+b )’

Geometrisk konstrueres summen ved, at b afs®ttes | endepunktet for 4,
Summen &+ b findes som pilen fra startpunktet for 4 til endepunktet for b.

15 Eksempel

Summen af vektorerne d—(z) 0g 5:(3) er; &+5=[2'3 =[3
5 ¥ 5+1 6

I koordinatsystemet ses de tre vektorer. Bemazrk, at sumvektoren ligger som
diagonalen i et paralielogram, der har vektorerne @ og b som sider.

16 Eksempel

I Geogebra er to vektorer o og b indfort ved deres koordinater som
fremgar af skaermbilledet. De tildeles navnene g og b af programmet.
Kommandoen "a + b" resulterer i sumvektoren u.

17 Definition

En vektor multipliceret med et tal, k, er en ny vektor kd= {: a, )
a,

Hvis k er positiv, har de to vektorer samme retning, er k negati\.;, har de to vek-
torer modsat retning. Hvis k =0, fas en nulvektor uden retning,

18 Eksempel

Hvis en vektor @ har en repraesentant, der gar fra punkeet {0,0) til punktet {1, 2), s&
vil vektor 3+ @ have en reprassentant, der gar fra punktet (0,0} til punktet (3, 6),

20-(31)-(3)
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19 Definition

-
Den modsatte vektor til en vektor d kaldes -d og er reprasenteret ved en pil med Ez»&g%?
samme lzngde som vektor d, men modsat retning. Dens koordinater er givet ved B2

SE]
—-ai N

Den modsatte vektor er dermed det samme som vektoren =1 - d, dvs. vektor d

multipliceret med minus en.
yﬂ
3
2

20 Eksempel ; 5
En vektor a har en repraesentant, der gar fra punktet (0,0} til punktet {2,3).

Den kan ses som den bla vektor pa figuren tit hojra, mens den modsatte -3 1w o =

vektor - d er vist mad rodt. Koordinaterne til den modsatte vektor er:

21 Parallelle vektorer

To vektorer d og b er parallelle, hvis de har samme eller modsat retning. Symbolsk
skrives parallelitet med to lodrette streger 4 || . '

22 @velse
Tre vektorer er givet ved :}—( ? ), \7—-( i ) og w= ['g]

a. Tegn en geometrisk fremstilling af vektorerne t + v, U+ W og v + W

23 Pvelse
Tre vektorer er givetved u=| 3 |, v=( 2| og w=["2
4 4 -5

a. Beregn koordinaterne for vekiorerne v +v, u+w og v +w

24 Qyelse

3

a. Bestem koordinaterne tif vektorerne 34, 4b og -2b

To vektorer er givet ved d= (;) og b= ["2]

b. Bestem koordinaterne til vektoren 23 + 3b
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5.3 Vektorregneregler 2

5 Vektorer

3
E
25 Introduktion _
Gymnasieeleverne i sejljollen fir vinden ind fra siden, Derved skubbes
jollen sidelans, samtidigt med at den sejler fremad. Endvidere flytter ]
vandmassen sig p grund af havstromme. dollens retning henover bun-
den findes som resultatet af pavirkningen af alle de krzfter, der virker
pa baden. Det kan man bruge vektorer tii at beregne.
! det her afsnit skal vi se p3 nogle af de regneregler, der geelder for regning med vek-
torer. Der er bide en geometrisk reprazsentation og en analytisk/symbalsk reprasen-
tation af reglerne. 3
i v
; li
26 Definition :
Differensen mellem to vektorer g og b eren ny vektor, der er defineret som sum- v
men af vektor @ og den modsatte vektor af vektor b,dvs. d-b= g+ {-b). i
| F
27 Eksempel
@verst i kvadratnettet ses to vektorer d og b. [ v
Summen af de to vektorer, g + b, er vist med blat.
Differensen findes, ifolge definitionen, ved at fremstille summen 3
a+(- 5), 50m er vist med gront. T
|
It
28 Saxetning
Koordinaterne til - b er differensen af de to vektorers respektive koordinater.
Hvis vektorerne ar a":(:;) og 5:—*(? ), har differensen koordinaterne :
-5=(373) ‘
a
y‘r
29 Eksempel
Differensen af vektorerne 4 = ( : ) og b= ( ? Jer vektoren c
s o7 [2-3 =1
’ a—b=(s_l]=(4]. 3
- : | Geogebra kan vektordifferensen bestemmes vad at indfore T
. vektorerne d og b med kommandoerne "a=vektor[(2,5)]"og
; x "b=vektor{(3,1)]" Herefter skrives "a-p" | inputlinjen. a
Programmet svarer med vektor u, hvis koordinater er ;1).
3
a
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30 Szetning

Der gelder folgende regneregler for vektorer:
1. G+b=b+d

2.{G+b)+c=a+{b+0)

4. (k+m)ld=kd+ma

(4]

. (km}d = kima)

31 Bevis for szetning 30.4

Viskal bevise, at (k+md=kd +ma . Vi udregner koordinaterne pa begge sider af
lighedstegnet og ser, om de er ens.

Venstre side: (k+ m)( o ] = ( tk+mla =( ka, +ma
a, (k +mia, ka, +ma,

Hojre side: ka+ ma= k[a ]+ m(a )z(ka )+(ma')z(ka'+ma')
a, a, ka, ma, ka, +ma,

Vi far'samme resultat, og dermed er satningen bevist,

Egea ™
-
ERTR

32 Eksempel
To vektorer er givet ved u= (j ) og !7=(': ) Vi vil udregne 3u - 3v.

Ifolge regneregel 30.3 er dette lig med: 3(d-v) = 3(3 :(5_4)) =3( 6])—(183]

33 @velse
Pa kvadratnettet ses fem vektorer. Vektorerne ¢, d og € er
fremkommet som resultater af udregningerne:
aG+b, b-dog b-2d. . d g
a. Tegn vektor @ og & p3 kvadreret papir. /
b. Vis de tre udregninger geometrisk og gor pa den made rede for,
hvilke af vaktorerne c, d og e der er resultater af hver af de tre udregninger.
¢. Hvert kvadrattern udger én enhed. Angiv koordinaterne til de fem vektorer.

/.
(=}

34 Pvelse

Tre vektorer er givet ved d=[ 3),#:(2) og -.G:( 5 )
-4 4 6

a. Beregn koordinaterne for vektorerne u - v, u-w og v - w.

35 Gvelse

a. Bevis en eller flere af de ovrige regler i sa&tning 30 ved at udregne koordinaterne
pé begge sider af lighedstegnet og kontrollere, at de er ens.
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5.4 Leengde af vektor

36 Introduktion
Pythagoras fra oen Samos har lagt navn til satningen @'+ b' =%,

Siden ¢ er hypotenusen: Den side, som ligger over for
den rette vinkel,

Vikan udregne lzngden af en vektor med en formel, der bygger pa Pythagoras’
seetning. Vi starter derfor med at genopfriske brugen af Pythagoras' s&tning.

37 Eksempel

De to kateter g = 8C 0og b =AC itrekant ABC har l2ngderne 3 og 4. Vi vil forst
3 omforme Pythagoras' seetning, o’ + b= ¢’, 58 storrelsen ¢ bliver isoleret, Da a,

b og c er lengder og dermed positive tal, kan vi tage kvadratraden pa begge
sider af lighedstegnet.

¥
i
=

=

96

5 Vektorer

~ 0

Vifar c=va'+b'

Vi indsaetter nu de kendte sidelengder for a og b og far: ¢ = 37 +4° = 5.
Laengden af hypotenusen er altss 5.

Der gzelder en nasten tilsvarende formel til beregning af en vektors lengde:

38 Szetning
Langden af en vektor v = [:l) ergivet ved formlen |vf= /v +v, .

39 Eksempel

Lengden af vektoren v= (";) kan udregnes ved indsattelse i lngdeformlen,
s&tning 38.

Var opmarksom pa, at fortegnet af x-koordinaten 0gsa skal sattes i anden, 53 vi s@t-

teren parentesom -4: 7| = J(—4)*+3% = /35 = 5.

Vektor AB, som er udspazndt meliem punkt A og 8, har koordinatane AB = (: ': )
I forlengelse af stning 38 galder derfor tilsvarende: b

40 Saetning

Lengden af vektoren udspaendt af punkterne A og 8 med koordinaterne la,a)og

(b, b,) er givet ved formlen: |AB}= (b, -, +{b,~a,).

T




41 Eksempel
Laengden af vektor AB, hvor A(2,1) og B(6,3) er: |K§}= (6=27+(3=17 = \EO_=4, a7.

42 Eksempel y
| trekant ABC har vinkelspidserne koordinaterne A(-1,4), B{1,-1) og C(5,4}. c

w

Lengden af siden AC er blot forskellen pa forstekoordinaterne, da stykket
er vandret. Sidelangderne AB og BC beregnes ved hjaelp af stning 40,

|ABi=Jlb,~a ¥ +(b,—a,?  |BC|=\fle,~bY +(c,~b, |AC|=5-(~T)

—=
¥

= A== +(-1-4) = J5- +d-(-1)] =6 . \;/’ e
_ {2z+(_5)2 - [42+52 !
=\@ =J‘ﬁ

43 Bevis for s@tning 38

Vi ser forst pa en skra vektor, v, hvor begge koordinater, v, og v, er forskellige

2 fra nul: Vi tegner linjer gennem vektorens endepunkter parallelt med koordinat-
systemets akser. Vektorens endepunkter, A og 8, danner sammen med linjernes

it skaringspunkt, C, en retvinklet trekant.

Vi anvender nu Pythagoras’ s@tning pa trekant ABC: =

: |AB[" =|AC" +]BC}" dvs. [V =v,"+v,;} og dermed
7]= 7 +v,2.

Herefter skal det vises, at formlen passer, hvis vektoren er lodret eller vandret.

5can evt. QR-koden, og se, hvordan man gor.

44 @velse
Itrekant ABC, hvor Cerenret vinkel, er a=9 og b=12.
a. Beregn lngden af hypotenusen.

Wt el e = P b

5 45 @velse
Ay - -
3 a. Beregn lengden af de to vektorer v=( 2 ) og u=( ]).
j & 3 -2 A

8

£ 4
gr, : 46 Gvelse 3
% I et parallelogram er to sider over for hinanden lige lange og parallelle. 4
E L a. Angiv koordinaterne til de fire punkter 4, 8, Ceog D. . : >
E ¥ b. Bestem koordinaterne til vektorerne ABog DC. =2, WB 9 x
:;f ¥ ¢. Gor rede for, at firkant ABCD er et parallelogram, -2
iy 1Y D
: 'FF

4 I 47 Bvelse

4%

a. Bestem koordinaterne til en lodret vektor, v, som har lzzngden 5.

=

FE L

i lzngdeformlen.

§’- b. Bestem ogsa lezngden af v ved indsattelse af de fundne koordinater
§

Mot
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5.5 Skalarprodukt

48 introduktion

| afsnittet her skal vi indfore det sakaldte skalarprodukt af to vektorer.
Det er et meget nyttigt redskab, hvormed man kan beregne det arbejde
der udfores, ndr man kaemper med at lofte sig op imod tyngdekraften,

b

fx ndr man cykier opad bakke.

49 Definition
Skalarproduktet af to vektorer d= (g_) og b= (g ) er et tal, der er givet ved
d b= {a,*b, + a,- b.). Skalarproduktet kaldes ogsa prikproduktet,

50 Eksempel
Prikproduktet af vektorerne a :( ;) og b= ( ]3) er tailet:
’Qr G-5=7-9+8-10=863.

- 3 51 Eksempel
F 8 Pa tegningen ses en model af en rod kugle, der pavirkes af tyngdekraften £

og derfor ruller streekningen d = AB.

A
¥l

.r.

E:%‘
SN,

98

Fra fysikken ved vi, at det arbejde, W, en kraft, F, udfoerer, nar den virker over
en strazkning, d, er lig prikproduktet af de 1o vektorer:

I en model lader vi tyngdekraften vaere £ =( 18) og strazkningen: d=AB = (_gg).

Det arbejde, som tyngdekraften udfoerer, kan beregnes ved skalarproduktet:

= = 0 60
W=F.d= (_]0)-(_20] =0-60+(-10)-(-20) = 200

52 Saetning

Der gzlder folgende regneregler for skala rprodukter:
1. d-b=b-d Den kommutative lov
2. G (b+C)=d-b+d-¢ Den distributive lov

3. (kd)- b=k(d- by=a- (kb) Den associative lov

53 Eksempel

Vektoren d= (-;) har lzengden 5, hvilket vi kan beregne siledes:

8| = 47 +(=3F = 25 =5,

5. Vektarer
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Hvis vi prikker @ med sig selv, far vi ifelge regneregel 52.4:
0'=3-3=4-4+(-3)(-3) =16+9=125.

Vifar altsd lzngden i anden, i overenstemmelse med satningens pastand. Setningen
passer derfor med de valgte tal i dette eksempel.

Hvis vi vil bevise, at s®tningerne gzelder generelt, dvs. for alle vektorer, ma vi frigore
argumenterne for konkrete tal. Nedenfor vil vi bevise tre af s@tningens pastande ved
at regne med symbolske koordinater.

54 Bevis for satning 52.1
Vi beviser pdstanden ved at regne med koordinater pd begge sider at lighedstegnet,
og kontrollerer at vi fir det samme.

Venstre side: - b=a-b +a, b,
Hojreside: b-d=b-a+b,-a,=a-b +a, b,

Vi kan bytte rundt pa faktorerne, da alle storrelserne blot er tal (koordinater).
Da de to udregninger giver samme resultat, er setningen bevist.

55 Bevis for saetning 52.2
Vi beviser igen pastanden ved at regne med koordinater pa begge sider af ligheds-
tegnet og kontrollerer, at vi far det samme.

P& venstre side far vi: a-(b+¢) = a,-(b, +c)+a, (b, +c,) = ab +ag, +ab, +ag,.
P& hojre side farvi: d-b+d-¢ =ab, +ab, +ac, + ac,.

Begge udregninger ender med, at de samme 4 talstorrelser bliver adderet, og dermed
er de lig med hinanden. Hermed er s@tningen bevist,

56 Bevis for satning 52.4

Vi skal bevise, at en vektor prikket med sig selv giver dens lngde i anden:
i-d=lal.

Langden af en vektor er givet ved: |g| = ,/af +a," ogdermed er lngden i anden
@l =a+ar

Vi prikker a med sig selv og ser, at vi far det samme: g- a= a-a+a, a,=a’+a’,
Hermed er satningen bevist.

57 Bvelse
Tre vektorer er givet ved &':( ! ], b=( 3] og E:( . )

a. Beregn prikprodukterne a- b, b-¢ og @-c.
58 Bvelse

a. Bevis sandheden af det farste lighedstegn i 52.3.
b. Bevis sandheden af det andet lighedstegn i 52.3.

5. Vekiorer
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5.6 Tveervektor og determinant

59 Introduktion

Trotsky-broen i Skt. Petersborg er ved at dbne broklappen. P3 bil-
ledet dbner den i samme retning som koordinatsystermets omlobs-
retning. Afstanden mellem biroens endepunkt og vejbanen oges
gradvist. Abnes broen 907, er afstanden lig med broens lzngde.

Den ovenstiende tankemade kan vi bruge i afsnittet her,
se pa begrebet tvaervektor,

hvor vi skal starte med at

60 Definition

Tvaervektoren til vektor d fremkommer ved at dreje d 90° i positiv

Pa illustrationen ses det, at nar vektoren g drejes 90° i positiv

omlobsretning, byttes der rundt Pa x- og y--koordinaterne, og der
x s&ttes et minus foran den nye x-koordinaten.

61 Szetning

Tvarvektoren til en vektor d=(g) har koordinaterne c;zm( _:').

62 Eksempel
Tvarvektoren til G =(_;) er ifolge satning 61: 5=( Bk 13') = (3)

Tvaervektoren er et nyttigt begreb i plangeometrien. Ved hjzlp af tvaervektorer er

det eksempelvis meget let at skabe en vektor, som er vinkelret pa en anden vektor,

Vi kan ogsé anvende tvarvektoren til at indfore endnu et nyttigt begreb, nemlig
determinanten af et vektorpar.

63 Definition
Determinanten af vektorparret E:(: ) og 5=(g J skrives det(d, b} og
2 2

er givet ved: det(d,b)=a - b = a-b-a,-b,.

a &
a, bj

Skemaet har sin helt egen betydning, der kan ses pa videoen,

Determinanten kan ogsa skrives: det(a,b) =

i, S e e Tt

e

e

widmt

omlobsretning. Tvarvektoren betegnes @ og kaldes “vektor g hat*,

s X s

S S e e e =

Pt (R

Vi

Fi
i

Te

T



A

Vol W

At Y = "\-F".i.::' Fecdmrizniy et M 105

PRIl AN d

64 Eksempel
Vi beregner determinanten for d =( 3 ] og b= ('

)

. |3 -5
det(&,b)=’ ‘:3-2~4(—5)=25
4 2

Determinanter har flere anvendelsesmuligheder, og vi skal se narmere pa en af dem her.
Pa tegningen ses to vektorer d og b udspaznde et parallefogram (og dermed ogsa en
trekant).

Der geelder nu:

65 Satning
Arealet A af det parallelogram, som vektorerne d og b udspander,
er lig med den numeriske vardi af determinanten af vektorparret:

A = |det(d,b)|.

Tilsvarende er arealet T af den trekant, som vektorerne d og b
udspander, lig med:

T=%Idet(d,5}|.

66 Eksempel
To vektorar 5=( ;) ag b =(i) udspander en trekant. Vi bestemmer dens areal:
1 L LR 1 1 i
T:EIdet(a,b)|=5- 3 4 =E-I1‘4—3 5|=-2--|4—15|=‘-5°|—'”|=?
67 Dvelse
To vektorer er givet ved 5=( ; ] og 51:(‘?).

a. Bestem d og b.

b. Tegn reprasentanter for de fire vektorer pd kvadreret baggrund.

68 Bvelse
De to vektorer E:( : ) og b z( ; ) udspander et parallelogram.

a. Bestem parallelogrammets areal.

69 @velse
De to vektorer d = [ i ] og b= ( ‘: ] udspander en trekant.

a. Bestem trekantens areal,

b. Tegn trekanten udspaendt af de to vektorer i et koordinatsystem,
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o . En vektor med lzngden 1 kaldes en enhedsvaktor.
=1 1 Lo
Vinklen v, der dannes mellem forsteaksen og vektoren OP, kaldes vektorens
retningsvinkel. Som vi vender tilbage til, regnes vinkler som positive mod
-1 urets retning og negative med.
Bl
?/%E Punktet P kaldes et retningspunkt for vinklen v.
Koordinaterne til punktet P og til vektoren OP vil ndre sig, nar vinklen v &ndres. Vi vil
nu indfere funktioner, som beregner x- og y-koordinaterne som funktion af vinklen v,
3 Definition
De to funktioner cos(v) og sin(v) defineres som koordinaterne til vinklens retnings-
o) punkt: P{cos(v), sin(v}].
E Da vektor OP er stedvektor til retningspunktet P for vinklen v, har enhedsvektoren OF
8 samme koardinater som P: {
A5 [ cosiv)
| (2]
P sinfv]
é
ol o 4 Eksempel
B T Koordinaterne til retningspunktet for en vinkel p& 60° er: P(cos(60),5in(60)).
Angivet med 2 decimaler: Pi0,50:0,87).
- = - =— {[0.50
YI Stedvektoren €=0P har samme koordinater som punkiet P: &= 41')P=(0 B7J
i 5 Eksempel
e De to vektorer f:(;) og }:(?) har ogsé la2ngden 1.
G d B .
o De kaldes koordinatsystemets basisvektorer.
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ol e

10.1 Polaere koordinater og
retningsvinkel

1 Introduktion o
Ligesom en kompasnal viser en retning ved at dreje rundt i en cirkel, kan vi | 4
4

tale om en vektors retning | en cirkel,

Vi starter med at se pa stedvektorer med laengden 1.

2 Definition
En cirkel med centrum i origo 0(0,0) og radius 1 kaldes en enhedscirkel.

Vektoren é=0P er tegnet fra centrum til periferien i enhedscirklen, s& dens
leengdeer 1,




e |

6 Polere koordinater
Alle vektorer kan beskrives ud fra deres lengde og deres retningsvinkel. 4

| costv)

En vektor @ danner vinklen v med forsteaksen. Hvis @ har lzngden |a| skal vi blot (lalsmm

gange enhedsvektorens koordinater med denne l2ngde for at fi koordinaterne til 4.

Koordinaterne til vektor @ er dermed: = (Ic_'lc,os(v))
|&]sin{v)

Det polazre koordinatsat til @ skrives (!"-ﬂ v

S
7 Eksempel Dl
De polare koordinater til en vektor @ med en retningsvinklen pé 59°,
og som har l&ngden 3, er: d = {3,59)
8 Eksempel s
En vektor er givet ved g = ( 4). Vi vil beregne dens retningsvinkel, Yy
Vi udregner forst lzngden af a = (-3 +42 =5 49
o _ (ld]costv) _[Scus(v) B —3] \ 3
SSRGS |&]sinv) “lssing) )L 4 g 2
Vi kan beregne retningsvinklen ud fra x-koordinatligningen: Scos(v) = -3. L& i
Forst divideres med 5 pa begge sider af lighedstegnet, Vi har da cos{v| = - % g A\ —
= ro }
Vikan beregne dette tal i CAS med den indbyggede funktion cos™' . iy
Vi finder, at v = cos™ (—%) = 126,87°.
g.‘.“‘"ﬁi
9 Bvelse e
Db

a. Beregn koordinaterne til retningspunkterne P, 09 £, for vinklerne 30° og 135°,
angiv facit med 2 decimaler.

10 @velse
a. Beregn koordinaterne til enhedsvektoren e,; med retningsvinklen 45°, angiv facit
med 2 decimaler,

11 Bvelse

a. Opskriv det polare koordinatsat til den vektor a. der har retningsvinklen 50° og
l@ngden 4.

b. Beregn de almindelige koordinater til a.

12 Gvelse .
En vektor er givet ved g = [8).
a. Beregn lengden af vektor g,

b. Beregn retningsvinklen til @, angiv facit med 1 decimal,
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10.2 Vinkler mellem to vektorer

13 Eksempel

Flyenes varme udstodningsgasser danner .
iskrystaller, som hanger i luften og viser

flyenes flyvevinkel i forhold til hinanden. Trmas ;<5'v

| dette afsnit skal vi se pa vinklen mellem ta

= xb.
vektorer. Tenkemaden minder en del om de

spor, som flyene trazkker efter sig pa himlen,

Vi starter med at praecisere, hvordan vi skal forst vinklen mellem to vektorer.

14 Definition

Vinklen mellem vektor d og vektor b skriver vi symbolsk p& denne mide: ~{a,b).
u Vektorvinklen er altid den mindste af de to vinkler, som to vektorer danner,
nér de afsaettes fra samme punkt.

£(d,b) er starre end eller lig med 0° og mindre end eller lig med 180°.

Nulvektoren, 6, danner ikke en vinkel med nogen vektor,

15 Eksempel
(d@,b)=65° og {,V) =130

16 Definition
EE To vektorer @ og b siges at vaere parallelle, hvis der findes et tal k, s& b = kg, vi skriver
KR, alb.
St To vektorer d og b siges at vaere ortogonale, hvis vinklen mellem dem er 90°, vi
skriver d L b,
17 Eksempel

u = kv.Da d er dobbelt 53 lang og modsat rettet v, kan vi indse, at k= -2.
Altsd at ¢ =-2v.

P3 tegningen ses vektorerne 4, b, & og v. Vektorerne g og b er ortogonale.
i \\ Vektorerne i og v er parallelle, og der vil derfor eksistere en konstant k, s&
90
a

Der galder en meget nyttig s@tning om sammenhangen mellem to vektorers
skalarprodukt og vinklen mellem dem. Det skal vi se narmere pa nu,

18 Satning
Vinklen, v, mellem vektor & og vektor b, er givet ved:

g-b

al-[a

cos{v)=

og dermed: v=cos’ _E.b-.].
la-'6l

Satningen bevises i afsnit 10.8.
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19 Eksempel

Vi vil beregne vinklen v mellem vektorerne g = 2) og b= (_]3) EREE
Det gor vi ved at beregne skalarproduktet og lzengden af de to vektorer og indsaette %

alle tre storrelser i formlen i satning 18. Her er det vigtigt at undgd afrundinger
undervejs, da der skal regnes videre med tallene. For at undgd dette problem, kan
man blot udregne det hele pa en gang.

avb 1/
v=cos | A8 b coen| A =cos"( 3 )=45=
(|5| |b|] V2 47 3 4 -y NN

I CAS kan vi udnytte indbyggede kommandoer til beregning af henholdsvis skalar-
produkt og langde.

Forst defineres de to vektorer d og b, oqg vi skriver s3 :
v=cos"(-—-——-—d°£p{a' b} - )
norm{a}- normib)
20 Satning
Skalarproduktet af & og b er lig med nul netop i de tilfzlde, hvor vektorerne er
ortogonale. 53 hvis vektarerne er ortogonale, da er skalarproduktet lig med nul,
og hvis skalarproduktet lig med nul, 53 er vektorerne ortogonale. Vi skriver:

d-6=0er enshetydende med, at v =90

21 Bevis for satning 20 .
Vi tager udgangspunkt i formlen fra s@tning 18: cos{v) = I&a]—'ﬁ;i.

Hvis v =90° sa er cos{v) = 0, og dermed er venstre side lig med nui. Hvis hojresiden
skal give nul, md det vaere talleren med skalarproduktet, der er lig med nul, Altsa:
hvis v=90°sder G- b=0.

Omvendt, hvis G- b=0,s3 er haojresiden lig med nul. Og venstresiden, cos(v), er kun
lig med nul for v=90° nirver vinklen mellern g og b. Derfor: hvis G. b = 0,sder
v =90". Dermed er beviset slut.

7 22 Pvelse

¥2 (1 - £
a. Bestem vinklen mellem vektorerne ¢ = (2) og v= ( ‘:) 0g angiv svaret med
; 1 decimal.

23 Qvelse
a. Undersog, om vektorerne ¢ = (;) og Vv =(_§_') er ortogonale.

GET

24 Pvelse
a. Undersog, om vektorerne a =( ;) og b= (_S) er ortogonale eller parallelle.
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Tegningen er en model over situationen med gondolen.
Tyngdekraften er reprasenteret af vektor F, og korsels-
retningen af vektor d. Den lilie rode vektor F, er den del

Q4

af tyngdekraften F, der gar | korseisretningen d.

10.3 Projektion

25 Introduktion

Hvis bremsen slippes, vil tyngdekraften sorge for, at gondolen pd
billedet vil bevage sig nedad med stor hastighed. Hvis kablerne
hang stejlere, ville det ga endnu hurtigere. Helt lodret ville tyngde-
kraften fa fuld virkning, og gondolen ville vare i frit fald.

| afsnittet her skal vi se naarmere pd, hvor stor en del af en vektors retning der kan

26 Definition
Projektionen af @ p4 b findes ved at afsatte vektorerne ud fra samme punkt.

overfores til en anden retning. Man kalder F, for projektionen af vektor F pa vektor d .

Herefter projiceres d's endepunkt vinkelret ned pa linjen, der gar gennem 4.

Projektionen af d p4 b skrives d,.

27 Eksempel
Projektionen &, kan ogsa konstrueres ved at tegne parallelle linjer gennem &'s begyn-
'r ” delses- og endepunkt vinkelret ned pé finjen, der gar gennem b.
i
LB
' 28 Eksempel

Her ses endnu et eksempe! pa geometrisk kanstruktion af en projektion d, af en vek-

tor @ pa en vektor & pa de to mader. Begge mader giver naturligvis samme resultat.

Der findes en formel, hvormed man kan beregne koordinaterne til projektions-

vektoren. Den skal vi se pa her.
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29 Satning
Koordinaterne til projektionen af 3 pa b er givet ved:

g =dbp
o
30 Eksempel E%ga

Vi beregner koordinaterne til G, , hvor d = (f) og b :(3)
ved hjzlp af setning 29:
)

()C)
Tt ()05
g 3y N2} 3eatiz) a3z !
)
Langden af projektionsvektoren kan naturligvis beregnes med langdeformlen, nar
man forst har fundet dens koordinater med ovenstdende formel. Men der er en lettere

n

f =

-

méde, som fremgér af folgende sa@tning.

31 Szetning
Leengden af projektionen af @ pa ber givet ved:

_ 1 la-8l
a|=+——
i
i
T
e Yok
32 Eksempel E""g‘
Vi beregner lengden af projektionen af 4 = (f) pa b= (;) hvis koordinater vi fandt
ovenfor:
sroldel_ Al g
a |=——= =—==47
f’l lb' f3a+2: 13
33 Pvelse

B . 3
To vektorer er givet ved @ = (;) og b= (0).
a. Tegn vektorerne a og b, og konstruer projektionen d, pa tegningen,
b. Bestem koordinaterne til g,

34 Pvelse

To vektorer er givet ved 4= (‘U og b =(_‘.}.).
a. Tegn vektorerne d og b, og konstruer Projektionen d, pa tegningen.
b. Bestem koordinaterne til 4,.

¢. Bestem lengden af a,.
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10.4 Determinant af et vektorpar

35 Introduktion

Pa billedet ses Gottfried Wilhelm Leibnitz 1646-1 716, der opfandt determinant-
begrebet og undersegte og beskrey dets egenskaber. En af dets allervigtigste
anvendelser er i losninger af systemer af ligninger, hvoraf det enkleste er to
ligninger med to ubekendte.

Vi har tidligere, i afsnit 5.6, set pa, hvordan man ved hjalp af determinanter kan
udregne arealer af parailelogrammer og trekanter udspandt af to vektorer.

Vi skal her se pd nogle satninger om determinanter og pa, hvordan determinanter
0gsa kan bruges til bestemmelse af vektorers placering i forhold til hinanden.

I modsztning til skalarproduktet kan man ikke uden videre bytte rundt pa raekke-
felgen, nar man tager determinanten til to vektorer. Hvis raekkefolgen andres,
skifter determinanten fortegn:

36 Sztning
Der geeider folgende regneregel for determinanten af et vektorpar @ og b:
det{d,b) = -det(b,a).

37 Bevis for s@tning 36

Vi udregner determinanterne pa hver side af lighedstegnet:

Venstre side: det(d,l;) =ab,-ab,

Hojre side: -det(b, ) = -lba,-ba)=-ba +ba =ab - a.b

Vi far det samme resultat | begge udregninger og har dermed vist det, vi skulle.

En vaesentlig egenskab ved determinanten er, at den kan bruges til at afgore, om
to vektorer er paralielle,

38 Saetning
det(d,b} =0 er ensbetydende med, at 4| b.

39 Bevis for stning 38

Determinanten er defineret ved detia, 5} =ab. Derfor ved vi, ifelge s@tning 20, at
hvis determinanten er lig med nul, s3 er & og vektor b ortogonale. Men i s fald er g
og b parallelle.

Og omvendt, hvis d og ber parallelle, s3 er G og vektor b ortogonale, og i 54 fald er
deres skalarprodukt lig med nul og dermed det{d,b} = 0. Hermed er beviset slut,
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40 Eksempel

Vi vil afgore, om vektorerne 4 = ('1) og V= (-—:f) er parallelle og bestemmer
determinanten af vektorparret:

det{i,v) =

‘12 8| (=2)(=3)-16 = 6-6=0

-3

1]

Da det{u,v) = 0, er vektorerne ifolge sa®tning 38 parallelie. S—
omlobsretning
Determinanter kan ogsa forbindes med vinkler, som det fremgar af

nedenstdende satning.

[~ 7]

S@tningen bevises senare ved at bruge pol=re koordinater, og derfor 4
galder satningen kun, nar vi regner med "orienterede” vinkler.
Dvs. at vinklen v i saetningen skal forstds som vinklen fra a til b og ikke '
mellem @ og b. P4 illustrationen er vinklen fra & til b atts3 negativ,

fordi vi g&r imod den positive omlobsretning, for at kemme fra 4 til 5.

41 Szetning

Nar v betegner vinklen fra d til b, kan determinanten af vektorparret skrives:
det(a b)= &) - [6] - sin{v) :
Determinantens fortegn fortzeller dermed noget om, hvor @ ligger i forhold til b:
Hvis det(d,b) er negativ, skal man &benbart ga imod omlobsretningen for at komme
fra a til b nér vektorerne afszttes med samme begyndelsespunkt, x
Nar vinklen v fra & til b er negativ, bliver sinus til vinklen, sin(v), 0gsd negativ
grundet den méde som sin(v) er defineret i forhold til enhedscirklen.

sinlv) | = =

\ l‘
<
[= 31
Qi
o
3
¥

¥
Vinklen v fra atil b f Stnus ; Determinanten
0°<v< 180 SinWI>0 | dend.b) >0
v=10° eller v=180" sinfv) =0 det{d, b)
-180" < v < O° sinfvi <0 det|d,b} < -0_.
42 Eksempel
Lad der vare givet tre vektorer a = (";) b= (_ls) og ¢ =(§)

Vi beregner determinanterne det(a,5) = 5 og det(a,g) = -
Da det(d, b} er positiv, er vinklen fra & til b 0gsa positiv.
Da det(a,c) er negativ, er vinklen fra a til 0gsa negativ.

43 @Qvelse
= - 4
To vektorer er givet ved d = (:) og b= ( 5 )
a. Udregn det{&.l;]l, og gor rede for fortegnet af vinklen fra g til & .

10. Vektorer og trigonometri 188




