Bevis - Igsning af den logistiske differentialligning

Satning

Den logistiske differentialligning

dy_ u

hvor a, M > 0, har for 0 < y < M lgsningerne

M

y:1+c-e“1Mx

hvor ¢ > 0.

Bevis

Vi ser, at differentialligningen er pa formen

dy
T h(x) - g()

hvor h(x) = aog g(y) =y - (M — y). Vi har desuden antaget, at 0 < y < M. Det vil sige, atbade y > 0
ogM —y > 0.Derforerogsa g(y) =y (M —y) > 0.Endeliger badde h(x) =aogg(y) =y- (M —y)
kontinuerte funktioner og betingelserne for at benytte separation af de variable er saledes opfyldte.

At lgse den logistiske differentialligning svarer saledes til at 1gse ligningen

[5ar= @ = [ e

Integranden pa venstre side kan omskrives idet, der geelder (se nedenfor)

1 1 s 1
y-M-y) M-y M-(M-y)

Det vil sige, at vi nu har

1 1
+ dy=jadx
jM-y M-(M-y)

Og ved hjaelp af sumreglen for ubestemt integration fas

1 1
—d +f—d =fadx
fM-;v YT M=y @

Konstantreglen giver



l'fldy-i_l'f ! dy=fadx
M )y M ) M-y
Vi finder nu stamfunktionerne:
L nQlyD) - = In(IM = y]) = ax + ki,
M M

. . . 1
hvor k; er en konstant. Day > 0 og M — y > 0 kan numerisktegnene udelades, og idet vi seetter — "

uden for en parentes fas

1
=27 In(M —y) = In(y) = ax + k,

Ved at gange med —M pa begge sider har vi
InM—-y)—-In(y) =—a-M-x—M -k,

a

Seetter vi k, = —M - k, og udnytter logaritmeregnereglen In (b) = In(a) — In (b) kan vi skrive

M —
ln( y)=—a-M~x+k2

y
Idet vi laver potensoplgftning med e som grundtal pa begge sider og husker at e™ * = x far vi
U — e—a-M-x+k2
y

Pa venstreside af lighedstegnet divideres y op i hvert led, mens vi pa hgjreside bruger potens-
regnereglen aP*™? = a? - a4:

M
——1=c-eMx &
y

—=1+4c- e *M*

hvor ¢ = e*2 er en positiv konstant. Vi ganger nu med y pa begge sider af lighedstegnet og far
M=y -(1+c-e aMx)
ogdal+c-e ¥M* > (0kan vidividere med denne stgrrelse og fir

M

Y= 1+c-eaMx

An

hvilket netop var det, vi skulle vise &



For en god ordens skyld ma vi hellere vise at fglgende omskrivning er korrekt:

1 1 s 1
y-M-y) M-y M-(M-y)

Vi omskriver udtrykket pa hgjre side ved at szette pa feelles brgkstreg. Bemeaerk, at en feellesnaevner ma
vere M -y - (M — y). Det vil sige, at den fgrste brgk forleenges med M — y, mens den anden forlaenges
med y:
1 N 1 1M -y) N 1.y
M-y M-M-y) M-y-(M-y) M-y - (M-y)

Da der nu er fallesnaevner fas

1 N 1 . M =-y)+y M
M-y M-M-y) M-y-M—y) M-y-(M—y)

Og da M forkorter ud i teeller og naevner ender vi med

1 s 1 _ 1
M-y M-M-y) y-(M—y)

hvilket var det gnskede.



