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Det giver

Am = TAt —0,04m(E)AE < %—T 7 - 0.04m(t).

Tilnzermelsen bliver bedre og bedre, nr At narmer sig 0, og da
tim [7~0,04m(t) | =7 —0,04m(t),
i ( ®) )
har vi differentialligningen m'(f) =7 - 0.04m(f). Vi genkender ligningen, som den der
beskriver forskudt eksponentiel vaskst, og far med saetning 2 falgende forskrift for mt);
m(t) = 175 + ke~ 0.04¢

Konstanten k afhaenger af medicinmasngden til tiden ¢ = 0. Da

ke 004 o nar o0

ser vi, at mangden af medicin | kroppen pa sigt vil stabilisere sig ved omkring 175 millili-
ter.

5.10 NUMERISK L@SNING

For de differentialligninger, vi indtil nu har set pa, har det vaeret muligt for et givet begyn-

delsespunkt (xo, yo) ved beregning at bestemme forskrifien for den lesningskurve, der gar
igennem dette punki.

Det er imidlertid de feerreste differentialligninger, der har en sadan analytisk l@sning, dvs. en
lasning, der kan udledes og udtrykkes med de saadvanlige funktioner. Langt de fleste diffe-

rentialligninger, man meder i videnskabemne, er sa komplicerede, at man ma najes med en
sakaldt numerisk lasning.

Ved en numerisk lgsning forstar man en losning i form af en raskke punkter
(.30 (x1.31). . (xn.yn).

hvor man kun ved, at de tilnssrmelsesvist ligger pa lesningskurven gennem (xg, yo). Afs=ttes
punkteme i et koordinatsystem fis et indtryk af lesningskurvens grafiske forlab, men en for-
skrift for lasningskurven kan man ikke bestemme ud fra den numeriske lasning.

I anvendelser er det naturligvis afgaerende, at en numerisk lasning ikke afviger alt for meget
fra den egentlige lasning, og der findes metoder, der giver numeriske lesninger med stor
precision. De bedste metoder er ogsa de mest komplicerede at anvende. Her vil vi nojes
med at se pa den simple, men ogsa noget upreecise, Eulers metode.
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EULERS METODE
Vi ser pa differentialligningen

¥ = q(x.y).

hvor g(x, y) er et kendt udtryk i x 0g v, og onsker en tilnaameilse til den lesning fix), der gar
igennem punktet (xq, yg).

Vi seger med andre ord en numerisk lzsning
(0:30).  (x1m) o (),

hvor vi vil stille os tilfredse, hvis punkterne (x1, y1), ... , (Xn, ¥n) blot tilnasrmelsesvist er pa
grafen for fx).

Vi bestemmer farst punktet (x-, y1):
Ligningen for tangenten til grafen for fi punkiet (xo, yo) er givet ved
¥ = (x)x = xg) + F(xg).

Den ligning kan vi bestemme, seivom vi ikke kender forskriften for £ Vi udnytter, at punktet
(xo0. yo) ligger pa grafen for ftil at bestemme tailet fixg). Og da funktionen fer lesning til dif-
ferentialligningen, kan vi ogsa bestemme tallet f ‘(x0):

fod=x0 03 Flx)=alx. f(x0)) = alx0. %p).
Vi veelger nu en fast lille skrigtlaangde h og bestemmer x4 som
X1 =xg+h

Tallet y1 skal bestemmes, sa det er en tilnzermelse til funktionsvasrdien fix1). Da h er lille, gr
x1 teet pd xo. Vi begar derfor ikke nogen stor fejl ved at bestemme yq ud fra tangenten i
{x0, yo). Tangenten falder jo naesten sammen med grafen for f omkring punktet (x0, yo), da F
er en differentiabel funktion (se figur 29).
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Med tangentens ligning fas
1= f(x0)(x1 = xg) + Flxg) = F'(xp)}(x0 + b — xg) + F(xq)
= f'(xp)h + f(x0) = a(x0. Yo)h + ¥p.

Punktet {x1, y1) beregnes altsa ud fra differentialligningen og de tre tal xp, yo og h med form-
leme

x1=xp+h og y1=q(x¥)h+y.

Vi benytter nu praecis samme fremgangsmade og bestemmer punktet (x2, y2) ud fra differen-
tialligningen og de tre tal x1, y1 og h:

Xo=x3+h og Ya=qlxy, yidh+y,.

Sadan kan vi blive ved, indtil vi har tilpas mange punkter, der tilnaermer grafen for f (se figur
30).

For hvert nyt punkt (xx+1, yx+1) der beregnes, ma vi forvente en starre afvigelse til grafen for

f. Vi regner jo hele tiden videre pa et punkt (xx, k), der kun tiinzermelsesvist er pa grafen for
f.

Vi sammenfatter overvejelserne i en saatning:

S/TNING 6 (EULERS METODE)

Lad y' = q(x, y) vasre en differentialligning, og lad f vaare den lasning, der gar gennem
(x0, yo). Vezlges tallet h > O test pa 0, kan ligningere

Xer1 =Xt h o9  yiy1 = g0 yg)h+ vy
benyttes til at bestemme Ipsningen numerisk:

(x0.¥0). (x.%1), ..  (Xn. ¥n).

EKSEMPEL 29
Vi sager den lgsning £ til
y’ = x4 v,

der gar gennem punktet (xg, yo) = (-1, 4), og vil bruge Eulers metode til at bestemme los-
ningen numerisk. Ligningen er en lineasr farsteordens differentialligning, som derfor kan

leses med szetning 3. Vi kan sa efterfolgende sammenligne den numeriske igsning med
den analytiske lasning.

Vi fastseetter skridtizzngden A til 0,1 og vil med Eulers metode bestemme 30 punkter
udover det forste punkt (xo, yo):

(y) (o). o L (x30.¥30),

der tilnzermelsesvis er pa grafen for 7,
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Af differentialligningen kan vi se, at g(x, y) = x2 + y, og vi skal derfor benytte ligningerne
Xes1 =X +01 09 yepr = (xF+ i) 014y

til at frembringe de 30 punkter. For k=0 far vi
xX1=x+0l=-14+01=-09

yi=(g+x) 0.1+y= ((-12+4)-01+4=45,

dvs. punktet (x1, y1} = (-0,9; 4,5). For k= 1 far vi
»=x+01=-09+01=-08

v=(< +y1) 01+ = ((-0.9)2+ 45)-0.1+4,5 = 5,031

Sédan fortsastter vi og far pa den made frembragt en numerisk lasning med i alt 31 punk-
ter:

startpunktet (—1,4) samt (-0,9;4,5), (—0,8:5,03), ... ,(2;78,89).
| praksis udfares de mange trivielle beregninger i CAS eller i et regneark.
Den analytiske lasning kan med sastning 3 bestemmes til
f(x) = —x% — 2x — 2 4+ BeX+1,

Figur 31 viser grafen for den analytiske lasning sammen med den numeriske lgsning. Vi
ser, at afvigelsen fra den analytiske lesning bliver gradvist sterre.

Vi prever ogsa at sendre skridtiaangden h til 0,5 og far pa den made den numeriske los-
ning vist pa figur 32. Med sterre skridtleengde bliver tilnzrmelsen darligere, og vi ser pd
figuren en endnu starre afvigelse fra den analytiske Iasning.
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