Sammenhaengen mellem den generelle
normalfordeling og standardnormalfordelingen

Det er de feerreste observationer i den virkelige verden, som fglger en standardnormalfordeling - det
vil sige en normalfordeling med middelveaerdi 0 og spredning 1. Alligevel spiller standardnormal-
fordelingen en central rolle. Det skyldes i seerdeleshed nedenstdende satning, som beskriver
sammenhangen mellem fordelingsfunktionen F(x) = P(X < x) for en vilkarlig normalfordelt
stokastisk variabel og fordelingsfunktionen for standardnormalfordelingen ®(x).

Satning 1

Lad X veere normalfordelt med middelveerdi i og spredning o. Da gaelder

P(Xs@:cb(a;“),

hvor @ er fordelingsfunktionen for standardnormalfordelingen.

Bevis

Vi skal vise, at

a—,u)

P(XSa)=CD( ~

Vi vil derfor opskrive udtryk for P(X < a) og @ (%) og vise, at de er ens.

Da
X~N(u,0)
er teethedsfunktionen for X:
L (-0
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Og derfor er
P(X<a :fa L 0
X <a) .~

Dette udtryk regner vi videre pa om lidt. Fgrst ser vi pa
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For at opstille et udtryk for denne sandsynlighed far vi brug for teethedsfunktionen for
standardnormalfordelingen:
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Og derfor er
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Vi vil nu vise, at
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er identisk med udtrykket for ® (%)

Vi udfgrer bestemt integration ved substitution og seetter

_x—H
B o

Da bliver

1
dt = — dx
o

Nu mangler vi blot at bestemme nye graenser:
Nar x - —oo sdvil ogsd t - —oo og den nedre granse forbliver derfor uzendret.

° a— ) o a—
Niarx =aert = Tﬂ og den nye gvre graenser bliver saledes Tu

Ved at lave denne substitution far vi derfor
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Hvilket er det samme som udtrykket for ® (%), som vi opskrev ovenfor. Altsa er
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hvilket netop var det, vi skulle vise.

Inden vi gar videre til de naeste spaendende satninger, minder vi lige om en vigtig egenskab ved
standardnormalfordelingen (det geelder som regel ikke for en vilkarlig normalfordeling). Den vigtige
egenskab er:



O(—x) =1 — d(x).

Argumentet for denne pastand ses nemt ved at betragte nedenstaende figur. Antag her, at X~N(0,1).

Da grafen for taethedsfunktionen ¢ er symmetrisk omkring y-aksen, sd ma der gzelde, at
PX<—x)=PX =x)

Se figuren (det er de to blat skraverede omrader, som er lige store). Samtidig geelder der helt generelt,
at

PX=2x)=1-PX <x)
Indsaettes dette i ovenstaende udtryk fas
PX<-x)=1-PX <x)
Og da der er tale om standardnormalfordelingen er ®(x) = P(X < x) og derfor ender vi med
P(—x) =1—-P(x)

Du kan jo selv overveje hvorfor noget tilsvarende ikke gzelder for en generel normalfordelt stokastisk
variabel (og hvad der evt. skal til for, at det gzelder).

[ formelsamlingen kan man se fglgende figur:
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Budskabet i denne figur svarer til pastanden i setning 3, men inden vi beviser denne satning, vil vi
farst vise noget lidt mere generelt:

Szetning 2

Lad X veere normalfordelt med middelveerdi ¢ og spredning o. Da geelder
Pu—k-c<X<u+k-o)=2-dk)—-1,
hvor @ er fordelingsfunktionen for standardnormalfordelingen.

Bemeaerk, at sandsynligheden hverken afhaenger af u eller af g, men kun af k!

Bevis
Vi bruger fgrst, at vi tidligere har vist, at
Pla<X<b)=PX<b)—PX<a)
Derfor kan vi omskrive omskrive:
Plu—-k-o<X<u+k-o)=PX<u+k-o)—PX<u—k-o)
Nu kan vi bruge setning 1 og fa:

Plu—-k-o<X<u+k-o)=PX<u+k-0)—PX<u-—-k-o)

:¢<u+k-a—u>_¢(u—k-a—u)
o o

090

= O(k) — d(—k)

Vi har netop redegjort for, at
P(—k)=1-D(k)
Indsaettes dette i ovenstaende far vi alts3, at
Plu—k-0<X<p+k-0)= ok)—(1-ok))
= o(k) =1+ d(k)
=2-dk)—-1

Seaetning 2 siger, at hvis en stokastisk variabel er normalfordelt, sa er sandsynligheden for, at en
tilfeeldig observation ligger k spredninger veaek fra middelveerdien, pa 2 - ®(k) — 1. Denne
sandsynlighed afhaenger kun af k og altsa ikke af hverken middelveardien eller spredningen. Det er da
interessant! Resultatet er illustreret pa nedenstaende figur:



Plp—ho <X <p+ko)=20(k)—1

pu— ko i p+ ko

Sa mangler vi kun den sidste saetning:

Sztning 3

Lad X veere normalfordelt med middelveerdi y og spredning o. Da gaelder
Pu—o<X<u+o)=6827%
P(u—20<X<u+20)=9545%
Pu—30c<X<pu+30)=9973%

Bemeerk, at sandsynlighederne hverken afhaenger af u eller af !

Bevis

Beviset for denne saetning fglger nemt af saetning 2. Der er nemlig blot tale om tre special tilfeelde med
k=1k=20gk=3.



Nar k = 1 far vi
Pu—o<X<u+o)=2-¢(1)-1
=2-0,8413-1=6826%
Fork = 2 fas
Pu—20<X<spu+20)=2-9(2)—-1
=2-09772—-1=9544%
Og endelig for k = 3 har vi
Pu—3c<X<pu+30)=2-93)-1
=2-0,9987 —1=99,74%

I alle tre tilfeelde kan ®(1), ®(2) og ®(3) slas op i en tabel over fordelingsfunktionen for
standardnormalfordelingen. Bemaerk, at decimalerne ikke stemmer helt. Det skyldes afrunding i
tabellen.



