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Forberedelsesmateriale til stx-matematik A-niveau 2020 &2021 Differensligninger

Forberedelsesmateriale til stx-A MATEMATIK

Der skal afsattes 6 timer af holdets seedvanlige uddannelsestid til, at eleverne kan arbejde med
forberedelsesmaterialet forud for den skriftlige prove.

Ved den skriftlige prove kan indhold og metoder fra forberedelsesmaterialet indga i opgaver i begge
delprover.

Oplegget indeholder teori, eksempler og gvelser i tilknytning til et emne, der ligger umiddelbart i
forleengelse af emnerne i kernestoffet. I dette forberedelsesmateriale er emnet ’Differensligninger”.

Alle hjelpemidler er tilladt, og det er tilladt at modtage vejledning under arbejdet med dette
forberedelsesmateriale.

Resultaterne af arbejdet med dette forberedelsesmateriale ber medbringes til delpreve 2 af den skriftlige
prove.

Det foreliggende materiale er geeldende for eksamen maj-juni, august og december 2020 samt maj-juni
og august 2021.
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Indledning

I forberedelsesmaterialet er der bade evelser og opgaver. Qvelserne er teenkt som hjelp til forstaelse af
teorien, herunder beviser for nogle af setningerne. Opgaverne er teenkt som forberedelse til de opgaver, der
kommer til den skriftlige eksamen.

I forberedelsesmaterialet anvendes seks typer af farvede bokse. Se farvekoderne her:

Definition

Eksempel

Satning

Ovelse Ovelserne er teenkt som hjelp til forstaelse af teorien, herunder ogsé beviser for nogle af
stningerne.

Opgave Opgaverne er tenkt som forberedelse pa de opgaver, der kan komme til den skriftlige
vl mm il eksamen. Opgaverne markeret med et tastatur kan kun forekomme i delprove 2.

Opgave Opgaverne markeret med hand og blyant kan forekomme i begge delprover.
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Differensligninger

Differensligninger optraeder ofte naturligt i modellering af fenomener med diskrete verdier og variable. Det
kan for eksempel vare i gkonomi eller modellering af udviklingen i antallet af individer i populationer af dyr
under visse betingelser. Et eksempel herpa kunne vare insekter, der udklekkes nasten samtidig, parrer sig,
leegger &g og der. Aggene er en fast tid om at udklekke, hvorefter fanomenet gentager sig.

Vi illustrerer dette med nedenstaende eksempler. Desuden vil vi omtale anvendelse af differensligninger i
forbindelse med bestemmelse af nulpunkter for en funktion (se Newton-Raphsons metode side 20).

I dette materiale vil vi betragte falfolger dvs. en ordnet raekke af reelle tal y,,y,,»,,... Afhengig af
konteksten vil vi benytte forskellige betegnelser for tallene i talfolgen. Ved en differensligning vil vi forstd
en ligning, hvor y, ., kan udtrykkes ved de foregdende elementer 1 talfelgen y,,...,y,. Dette vil blive uddybet

n+l
i nedenstdende eksempler, avelser og opgaver.

Fersteordens linezere differensligninger

Eksempel 1  Udviklingen i belebet pa en konto kan beskrives ved differensligningen

VYp1 =Y, +0,05-y, ,n=0,1,2,3,...

hvor y, betegner belabet pd kontoen (maélt i kr.) efter n terminer.
Vi legger marke til, at belebet y, ., udregnes pa baggrund af belebet y,. Dette kaldes en

differensligning. I differensligningen indgér tallet 0,05, som svarer til, at der bliver lagt 5%
til belobet pa kontoen efter hver termin.
Huvis startbelobet pa kontoen er 10000 kr. dvs. y, =10000, si kan differensligningen

anvendes til trin for trin at udregne belgbet pa kontoen de efterfolgende terminer:

In

y, =10000

Vi = Vo1 = Yo +0,05- 3, =10000 4 0,05-10000 = 10500
Yy =1, =y +0,05- 3, =10500 4 0,05-10500 = 11025
V=501 = ¥, +0,05-y, =11025+0,05-11025 = 11576
Va = V31 = Vs +0,05- y; =11576 4 0,05-11576 = 12155

AR | = O[S

Udviklingen i belgbet pa kontoen kan ogsé beskrives ved et punktplot.
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Definition 1

4

Belob (kr)
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5000

»

Termin

Differensligninger

Termin
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14071

14774,55

Olo|N|[oju[bhlWINIFLI|O
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=
o
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[y
=
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=y
N

17958,56

juny
w

18856,49

Tabellen og punktplottet illustrerer tydeligt, at differensligningen giver en diskret
sammenhaeng mellem antal terminer og belgbet pa kontoen. Dermed er der ogsa kun

diskrete (bestemte) vaerdier k, hvor ligningen y, =k har en lesning.

En ulighed pa formen y, > k kan nemmest loses ved at opstille en tabel eller tegne

punktplottet som ovenfor, og derefter ved inspektion i tabellen eller punktplottet bestemme
den mindste verdi for n, sd uligheden y, > k er opfyldt.

Som eksempel kan man bestemme tidspunktet, hvor belegbet pd kontoen overstiger 15000
kr. ved at lose uligheden y, >15000. Denne kan loses pé folgende méde:

4

Belob (kr)

15000

5000

»

Termin

Termin

Belgb

10000

10500

11025

11576,25]

12155,06)

12762,82,

13400,96|

14071

1477455

O||N|Jloju|[d|WIN|F IO

15513,28

=
o

16288,95

[y
(=

17103,39

=
N

17958,56)

=
w

18856,49

Da udviklingen i belgbet pa kontoen er voksende, sé er lgsningen til uligheden » > 8. Det
vil sige at belgbet pa kontoen overstiger 15000 kr. den 9 termin.

Hvis y,,),,¥,,... er en folge af tal, s er en differensligning en ligning, hvor y, , er

udtrykt ved de foregdende elementer i talfelgen y,,y,,¥,,....», .

Ved en losning til differensligningen forstas en talfelge y,,»,,»,,..., der opfylder
differensligningen.
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Opgave 1 Udviklingen i belobet pé en konto kan i en model beskrives ved differensligningen

Vo1 =, +0,04-y, ,n=0,1,2,...

hvor y, betegner belobet pa kontoen (malt i kr.), og n betegner antallet af terminer.
a) Bestem ys, ndr y, =3000.

b) Forklar betydningen af tallet 0,04 i differensligningen.

c) Tegn et punktplot for udviklingeni y, , nar n=0,1,2,...,15.

d) Benyt modellen til at bestemme, hvor mange terminer der gar, for belgbet pa kontoen
overstiger 5000 kr.

Ovelse 1 Generalisér differensligningen y, , =y, +0,05-y,, sd der i stedet for 5% bliver lagt en
positiv procentsats p til efter hver termin.

Eksempel 2 Med udgangspunkt i differensligningen y,., = y, +0,05- y, kan vi udvide situationen til
at betragte udviklingen i belobet pa en konto med fast rente, hvor der desuden indbetales et
fast beleb hver termin umiddelbart efter rentetilskrivningen. Hvis vi eksempelvis
indbetaler 2000 kr. efter hver termin, sa kan differensligningen formuleres som

Vo1 =¥, £0,05-y, +2000.

Dette kaldes ogsa en differensligning for en annuitetsopsparing.

Opgave 2 Udviklingen i belgbet pd en bankkonto kan beskrives ved differensligningen

yn+1 :17025yn+500, n=0,1,2,...

hvor y, betegner belabet pd kontoen (mélt i kr.) til tidspunktet » (malt i &r).

a) Bestem den arlige rente i procent, og angiv det faste beleb, der indbetales hvert ar.
Der indsattes et startbelgb pa 10000 kr. pa bankkontoen.

b) Bestem y,.

Differensligninger optreeder ogsé, nar man skal modellere udviklingen i populationer af dyr.
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Eksempel 3  En population af dyr i et bestemt omrade har en fodselsrate pa 5% og en dedsrate pa 3%
pr. ar. Desuden skydes der hvert ar 1000 individer i populationen.
I en model kan udviklingen i antallet af individer i populationen beskrives ved
differensligningen

Y, =, +(0,05—0,03)- y, —1000, n=0,1,2,...

hvor y  betegner antallet af individer i populationen til tidspunktet » (malt i ar).

Ovelse 2 Eftervis, at differensligningen i eksempel 3 beskriver udviklingen i antallet af individer i
populationen.
Ovelse 3 Vis, at differensligningen i eksempel 3 kan skrives pa formen

y,., =102y, —1000, n=0,1,2,..

Definition 2  En differensligning pa formen
YVou=ay,+b,n=012,..
kaldes en linecer differensligning af forste orden med konstante koefficienter a og b.

Her refererer forste orden til, at y, , kun athanger af det foregdende element y, i talfolgen.

Opgave 3 En differensligning er givet ved

yn+1:5'yn +1: 1’120,1,2,...

Det oplyses, at y, = 56.
a) Bestem y, og y,.

Differensligningerne i eksempel 2 og eksempel 3 er begge eksempler pa lineere differensligninger af forste
orden. En losning til en sddan differensligning kan skrives pa lukket form, det vil sige, at y, kan beregnes

uden kendskab til de foregdende led y,,...,y, , 1 talfelgen.
Seetning 1 Hvis a=0 og a=1, sa kan lesningen til den lineare differensligning
You=ay,+b, n=0,12,..
skrives pa den lukkede form

a’ —1

y,=a"-y,+b- T n=0,12,...
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Bevis: Vi antager, at y, er kendt, og regner trin for trin videre ud fra differensligningen

yi=a-y,+b

v,=ay+b=a-(ay,+b)+b=a>y,+ab+b
»=a-y,+b=a-(a’ -y, +a-b+b)+b=a"-y,+a -b+ab+b
vi=ay,+b=a-(a’ -y, +a -b+ab+b)+b=a' y +a'-b+a’ -b+ab+b

v,=ay,  +b=a(a"" -y, +a" b+ .+ab+bl+b=a"-y,+a" " -b+a"-b+..+ab+b.
:an.y0+S,

hvor S=a" ' -b+a" > -b+..4+a-b+b.

Vi multiplicerer S med a:
a-S=a-(a""-b+a"7-b+..+ab+b)=a"-b+a"-b+..+d -b+ab.
De to udtryk a-S og S treekkes nu fra hinanden
a-S—S=a"-b+a"'-b+..+da -b+ab—(a""-b+a"-b+..+a-b+b)

Vi kan nu omskrive venstresiden og reducere hgjresiden, sa vi far en ny og simplere ligning:

(a—=1)-S=a"-b—>b
(a—=1)-S=b-(a"—1)

S:b-(a”—l)
a—1

s—p. L
a—1

Indsaettes dette i udtrykket for y, fér vi:

"1
yn:a”-yo—i-S:a”-yO—l—b-a = n=0,12,...

Satningen er hermed bevist.
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Opgave 4 En differensligning er givet ved

yn+1=2'yn+39 n:0,1,2,...

Det oplyses, at y, =4.
a) Bestem y, og ,.

b) Opskriv lgsningen til differensligningen pa lukket form.

c) Benyt den lukkede form til at beregne y..

Opgave 5 I en model kan udviklingen i antallet af individer i en bestemt population af dyr beskrives
ved differensligningen

Vo =0,95-y, 4100, n=0,12,...

hvor y, betegner antallet af individer i populationen efter n ar. Det oplyses, at der er 50
individer i populationen til tidspunktet » = 0.

a) Benyt modellen til at bestemme antallet af individer i populationen efter 3 ar.
b) Opskriv en lesning til differensligningen pa lukket form.

¢) Benyt modellen til at bestemme, hvor mange ar der gar, for antallet af individer i
populationen overstiger 1000 dyr.

Diskret logistisk vaekst
Vi vil nu give et eksempel pa en ikke linecer forsteordens differensligning. Vi minder om, at udviklingen i

antallet af individer i en population af dyr ofte kan beskrives ved en funktion f; der er losning til den
logistiske differentialligning

dy
= =a-y-(M—y),
i vy ( »)

hvor f(¢) betegner antallet af individer i populationen til tidspunktet . Lesningen til denne ligning er

M

TO=Te oo

Hyvis antallet af individer i populationen starter under baereevnen M, sé vil antallet af individer naerme sig
asymptotisk til linjen y = M.
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)
A

M

> (1)

Nogle gange kan man godt forstille sig, at antallet af individer i en population pa et tidspunkt kommer over
bareevnen M. Vi vil i det folgende se pa en diskret model, der kan illustrere dette fenomen. Udviklingen i
antallet af individer kan beskrives ved en differensligning pa formen

yn+1:yn+a'yn'(M_yn)5 n:O:Lza“'a

hvor y, betegner antallet af individer i populationen til tidspunktet n. Her kan n for eksempel betegne antal
ar, maneder, uger, degn eller lignende.

Eksempel 4 Vi betragter nu en differensligning pa formen
Va1 =Y, +0,001-y,-(200—y,), n=0,1,2..
hvor y, betegner antallet af individer i en population til tidspunktet .

P4 figuren nedenfor ses et punktplot af udviklingeni y, med y, =2 sammen med grafen
for lgsningen til den tilherende differentialligning y’ = 0,001- y-(200— y) med y(0)=2.

2

A

> (1)

I dette tilfaelde bemaerker vi, at de to modeller stemmer nogenlunde overens. Dette
skyldes, at antallet af individer i populationen udvikler sig langsomt. Det vil senere vise
sig, at dette ikke altid er tilfeeldet.

Side 10 af 27



Forberedelsesmateriale til stx-matematik A-niveau 2020 & 2021 Differensligninger

Opgave 6 I en diskret model kan udviklingen i antallet af individer i en population beskrives ved en
losning til differensligningen

Yo =¥, +0,0012-y,-300—y,), n=0,12,..

hvor y betegner antallet af individer i populationen til tidspunktet # (mélt i méneder).

Det oplyses, at der er 50 individer i populationen til tidspunktet » = 0.

a) Benyt modellen til at tegne et punktplot over udviklingen i antallet af individer i
populationen de forste 20 méaneder.

I en kontinuert model kan udviklingen i antallet af individer i den samme population
beskrives ved

M

l =,
=T =
hvor f(¢) betegner antallet af individer i populationen til tidspunktet # (malt i maneder).

b) Ger rede for, at a=0,0012, C=5 og M =300.

¢) Bestem afvigelsen mellem de to modellers forudsigelse af antallet af individer i
populationen efter 10 maneder.

Eksempel 5 Vi betragter en differensligning pa formen
Yp1=y,+0,01-y,-(200—y,), n=0,12..
hvor y, betegner antallet af individer i en population til tidspunktet 7.

Hvis vi vaelger startverdien y, =2, kan vi tegne folgende punktplot af udviklingeni y,
sammen med grafen for lesningen til differentialligningen y’=0,01-y-(200— y), hvor
y(0)=2.

()
A

200 .....................

* > (1)

I dette tilfeelde bemeerker vi, at de to modeller adskiller sig fra hinanden, samt at lesningen
til differensligningen svinger omkring baereevnen pa 200.
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Ovelse 4 Tegn et punktplot over lgsningen til differensligningen

Vo1 =¥, +0,012-y,-(180—-y,), n=0,1,2,.

ndr y, = 2. Kommentér losningen.

Opgave 7 I en diskret model kan udviklingen i antallet af individer i en population beskrives ved en
losning til differensligningen

Vo1 =¥, +0,002-y, -(400—y,), n=0,12,..

hvor y, betegner antallet af individer i populationen til tidspunktet # (mélt i méneder).

Det oplyses, at der er 75 individer i populationen til tidspunktet » = 0.

a) Benyt modellen til at bestemme antallet af individer i populationen til tidspunktet
n=10.

I en kontinuert model kan udviklingen i antallet af individer i den samme population
beskrives ved en funktion £, der er lesning til differentialligningen

il—]j:o,ooz-N-moo—N),

hvor f(¢) betegner antallet af individer i populationen til tidspunktet # (malt i maneder).

b) Bestem en forskrift for 1.

¢) Tegn de to modeller i samme koordinatsystem for de forste 20 maneder.
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Cobwebdiagrammer for fgrsteordens differensligninger

Vi vil nu se pé en anden méde, hvorpa man kan visualisere lgsningen til en differensligning af ferste orden.
Vi betragter differensligningen pa formen

Vo =8,), n=0,12,...
hvor g er en kontinuert funktion.

Vi starter med at tegne grafen for g samt linjen / med ligningen y, ., = v, i samme koordinatsystem, hvor vi
har y, ud ad fersteaksen og y,,, op ad andenaksen. Dette diagram kaldes et cobwebdiagram. Herefter
afszttes y, pa forsteaksen. Afles nu y, = g(y,) pa grafen for g og gé vandret hen til linjen /. Ga dernaest
lodret op/ned indtil grafen for g medes. Her aflaeses y, = g(y,). Fortsat pd denne made for at bestemme

Visees Vo

Vi illustrerer metoden med et eksempel, hvor g er et andengradspolynomie:

yn-H yn+l
A yn+1_yn A yn+l_yn
A NV
g I
A g
>V, >y,
N N Yoo Va5
Cobwebdiagram Cobwebdiagram med begyndelsesvardiy,
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I ovenstéende ovelse og opgave er forskriften for funktionen g ikke angivet. Hvis vi kender forskriften for g,
sé kan vi tegne cobwebdiagrammet.

Eksempel 6

Definition 3

Eksempel 7

Vi betragter nu differensligningen

yn+l:4'yn_%'yn2a nzo,l,z,...

|
Denne er pd formen y, ., = g(y,), hvor g(x) = 4-X—5-x2.

Grafen for g er en parabel, der har toppunkt i (4,8) og skarer forsteaksen i punkterne
(0,0) og (8,0). Nedenfor ses cobwebdiagrammet for denne differensligning.

y"+l yn+l :yn

A

>

Ved et fikspunkt for en differensligning af forste orden skrevet pa formen y,., = g(»,)
forstas en veerdi p, der opfylder, at y = g(7).

Fikspunkterne for differensligningen i eksempel 6 bestemmes ved at lese ligningen

som har lgsningerne y =0 og y = 6.

Bemerk, at de to losninger er forstekoordinaterne til skeringspunkterne mellem grafen for
g og linjen med ligningen y,,, = y, 1 cobwebdiagrammet.
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Opgave 9 En differensligning er bestemt ved

yn+1:6.yn_yn2a n:0,1,2,...

a) Tegn et cobwebdiagram for differensligningen.

b) Bestem de to fikspunkter for differensligningen grafisk og ved beregning.

Eksempel 8 Vi betragter differensligningen y, , = \/ﬁ , n=0,1,2,...
Vi bestemmer de to fikspunkter y =0 og y =9 til denne differensligning ved lose
ligningen y = \/ﬁ .
Viser altsd, at hvis y, =9, sdvil y, =y, =...=y, =9 foralle n. Og hvis y, =0, sd vil
V=Y,=..=y, =0 foralle n.
Setter vi vores startpunkt til y, =1 sd finder vi, at y, =3, y, =5,196..,..., y,, =8,995..
Viser,at y —9 for n— oc.

Definition 4  Et fikspunkt j for en forsteordens differensligning pa formen y, ., = g(»,)

kaldes
- stabilt (eller tiltrekkende), hvis y, narmer sig y, nir y, starter “tet” pd y.

- ustabilt (eller frastedende), hvis y, fjerner sig fra y, nar y, starter “tet” pa y.

Satning 2 Hyvis g er en differentiabel funktion, og y er et fikspunkt for differensligningen pd formen
Vo = 8g(»,) , s gelder folgende:
- Huvis | g’ ()7)| <1, sder y et stabilt fikspunkt.
- Huvis | g’ ()7)| >1, sder y et ustabilt fikspunkt.

Hvis | g'( j/)| =1, sa kan vi ikke pa baggrund af g/(7) sige noget precist om opferslen af den talfolge, der er

losning til differensligningen.
Beviset for setning 2 benytter middelverdisatningen fra differentialregningen. Gennemforelse af beviset
ligger uden for malet med dette materiale.

Opgave 10 En differensligning er bestemt ved

yn+1:4'yn_yy,25 1’120,1,2,...

a) Tegn et cobwebdiagram for differensligningen.
b) Bestem de to fikspunkter for differensligningen.

¢) Undersog for hvert af fikspunkterne, om det er stabilt eller ustabilt.
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Ovelse 6 I forbindelse med modelleringen af antallet af individer i en population af dyr med ikke
overlappende generationer (for eksempel degnfluer), kan man benytte Pielou’s logistiske
differensligning

a-y,

, a>1, >0.
1+8-y, o

yn+1 —

a) Vis,at y= ol er et stabilt fikspunkt for differensligningen.

Opgave 11 I en model kan udviklingen i antallet af individer i en population af dyr beskrives ved
differensligningen

3.y,

— 2 p=0,1,2,...
140,001-y,

yn+1 =

hvor y, betegner antallet af individer i populationen (maélt i tusinde) efter » maneder.
Det oplyses, at der er 100 tusinde dyr i populationen til tidspunktet n = 0.

a) Benyt modellen til at bestemme antallet af individer i populationen efter 5 maneder.

b) Ger rede for, at y =2000 er et stabilt fikspunkt for modellen.

Andenordens homogene linezere differensligninger

I de tidligere afsnit har vi set pd differensligninger, hvor y, ., alene har varet bestemt ud fra y,. Vi vil nu se
nermere pa en anden type af differensligninger, hvor y, ., athenger af de to foregidende elementer i

talfelgen, nemlig y, og v, ,. Denne type af differensligninger kaldes andenordens differensligninger.

Eksempel 9 Vi kan definere en folge af tal ud fra en andenordens differensligning ved
yn+l =V + Vo, = 1,2,3,...

Hvis vi vaelger y, =1 og y, =1, farvi

n 2 3 4 5 6 7 8 9

Vo | 141=2 | 142=3 | 2+3=5 | 3+5=8 | 5+8=13 | 8+13=21 | 13+21=34 | 21+34=55

Denne talfolge kaldes Fibonaccitallene.

Vi leegger merke til, at vi skal veelge to startveerdier til forskel fra forsteordens differensligninger, hvor vi
kun skal vaelge én startvaerdi.
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Opgave 12 En andenordens differensligning er givetved y, ., =y, +v,,, n=123,..

a) Bestem y;5 og y,,,nérvivaelgery, =1 og y, =3.

b) Tegn et punktplot for differensligningen.

Andenordens differensligningen i opgave 12 kaldes for en Lukasfalge.

Vi kan preve at bestemme et lukket udtryk, der kan give os vaerdien af y, i den talfolge, der er losning til en
andenordens differensligning.

Eksempel 10 Vi betragter igen den andenordens differensligning, som giver Fibonaccitalfelgen.

yn+1 :yn +yn71
Vo1 =V = Vu =0

Bemerk, at vi her udtrykker y, ., ved y, og y, ;.
I et forseg pd at bestemme et lukket udtryk for y, , sd kan vi preve med forskellige typer af

udtryk. Vi prever med et potensudtryk pé formen y, =m", hvor m =0, og far

n+ 1

mt—m"—m" =0 &

m"il-(mz—m—l):O

Vi har nu faet omformuleret vores andenordens differensligning til et produkt af en potens
og et andengradsudtryk i m. Da m"' = 0 kan vi ved hjlp af nulreglen slutte, at

m* —m —1=0. Diskriminanten er d = (—1)* —4-(—1)=5. Vi fir da to lgsninger

_—(=D—+5 (D45
= og m=——".
2-1 21
Man kan vise (men det gor vi ikke), at en lgsning til andenordens differensligningen kan
skrives ved hjelp af de to lesninger m, ogm, pa den lukkede form:

n

1—-5)

1++/5

+C2' 2

yn:Cl'

b

hvor C, og C, er konstanter.
Vi kan bestemme disse to konstanter C;, og C, ud fra vores startverdier y, =1 og y, =1.
Vi far dermed to ligninger med to ubekendte:

0 0
1—¢,- 1-V5 +C,- 1+ & 1=C +C,
2 2
1 1
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Ovelse 7

Definition 5

Seaetning 3

5 1 5

Losningen til dette ligningssystem er C, = % —a og C, = 5 4 10

Dvs. at et udtryk pa lukket form for det n’te element i Fibonaccifelgen er givet ved

(5

n

, n=0,1,2,...

1445

2

2 10

2

2 10

Yn

Benyt metoden i eksempel 10 til at bestemme en lgsning pé lukket form til andenordens
differensligningen

Y1 :Syn _6'yn_1, n=1273,...

ndr vi velger y, =1 og y, =3.

Differensligningen
yn+l =)y, +6'yn71 5 ﬂiov 1’121,2,3,...

kaldes den generelle homogene linesre andenordens differensligning med konstante
koefficienter o og (.

Polynomiet P(x)=x* —a-x— 3 kaldes det karakteristiske polynomium herende til den
homogene andenordens differensligning.

Hvis o og S erreelle tal, hvor =0, og det karakteristiske polynomium herende til den
generelle homogene andenordens differensligning

yn+l :a'yn +ﬂ'yn71 b} n:172)37-~-

har en ikke-negativ diskriminant D, sa kan lgsningen til denne differensligning skrives pa
lukket form pé folgende made

D>0:y =C-m"+C,-m,”
D=0:y =C-m"+C,-n-m"

hvor C, og C, er konstanter, og P(x) har redderne m; samt m,.

Bemark, at hvis D =0, sd er m; =m,. Itilfeldet D <0 findes ogsd en losning pad lukket form til den

homogene andenordens differensligning i definition 5. Men at opskrive denne lgsning er mere kompliceret.
Dette ligger uden for mélet med dette forberedelsesmateriale. Beviset for setning 3 udelades.
Bemerk, at konstanterne C, og C, kan bestemmes ud fra y, og », ved at lose to ligninger med to

ubekendte som i eksempel 10 side 18.
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Opgave 13 En andenordens differensligning er bestemt ved

Yauni =8.y,—16-y,,, n=1273..

Det oplyses, at y, =3 og y, = 20.

a) Opskriv lgsningen til differensligningen pé lukket form.

Opgave 14 I en makrogkonomisk model kan udviklingen i det totale forbrug i et samfund beskrives
ved en lesning til differensligningen

Yy =1,46-y,-0,39-y ,, n=12,3,..

hvor y, betegner samfundets totale forbrug (malt i mia. kr.) til tidspunktet » (mdlt i ar).
Det oplyses, at samfundets totale forbrug er 100 mia. kr. til tidspunktet » =0, og
samfundets totale forbrug er 105 mia. kr. til tidspunktet n=1.

a) Benyt modellen til at bestemme samfundets totale forbrug til tidspunktet » = 5.

b) Benyt modellen til at bestemme det tidspunkt, hvor samfundets totale forbrug
overstiger 500 mia. kr.

Kilde: Okonom P.A. Samuelson.

Opgave 15 I en model kan udviklingen i antallet af rode blodlegemer i blodbanen hos en bestemt
bloddonor beskrives ved lgsningen til differensligningen

Vo1 =08y, 4+0,2-y,,, n=123,..

hvor y, betegner antallet af rede blodlegemer (malt i mia.) til tidspunkt # (malt i dogn

efter at der er doneret blod).
Til tidspunktet » =0 er antallet af rade blodlegemer i1 kroppen 25000 mia., og til
tidspunktet » =1 er antallet af rede blodlegemer i kroppen 26000 mia.

a) Benyt modellen til at bestemme antallet af rede blodlegemer i blodbanen hos
bloddonoren til tidspunktet » = 6.

b) Benyt differensligningens lgsning pa lukket form til at argumentere for, hvordan
antallet af rede blodlegemer i kroppen udvikler sig.

Newton-Raphsons metode

Endnu et eksempel pé en anvendelse af differensligninger meder vi i Newton-Raphsons metode til
bestemmelse af nulpunkter for en differentiabel funktion f. Metoden er forblgffende hurtig til at finde en god
tilneermet vaerdi af et nulpunkt.

Ideen i metoden er at starte med et gaet pd et nulpunkt x,, hvorefter tangenten til grafen for /1 punktet

(x,, f(x,)) folges indtil den rammer forsteaksen. Dette punkt er det n@ste geet pa nulpunktet for /. Herefter
gentages ovenstiende.
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f

_x, Y, X, > (D)

Vi illustrer metoden ud fra den differentiable funktion f(x)=x* —3. Vi ensker at bestemme en af
losningerne til f(x) = 0. Vi starter med at gaette pd x, = 2. En ligning for tangenten til grafen for f'i
punktet (2, /(2)) bestemmes til y =32x —51. Denne skarer forsteaksen i x; =51/32~1,59375, hvilket er
vores naste geet. En ligning for tangenten til grafen for /i punktet (1,593..., £(1,593...)) bestemmes til
y=16,1927-x —22,3554. Denne skerer forsteaksen i x;, =22,3554 /16,1927 ~1,38058, hvilket er vores
naste gaet. Fortsatter vi pd denne made fas:

X0 X1 X2 X3 X4 X5

2 1,59375 | 1,38058 | 1,32046 | 1,31610 | 1,31607

Loser vi ligningen f(x)=0 fas x* —3=0& x= +3/3 ~ 4+1,31607.. Vi ser alts4, at allerede det 5’te gt
rammer den rigtige vaerdi med 6 betydende cifre. Dette er meget typisk for metoden.

Ovelse 8 Gennemfor selv overstiende metode for /(x) = x° —5 med startgaet x, = 1.

Saetning 4 Newton-Raphsons metode til bestemmelse af et nulpunkt for en differentiabel funktion f
kan beskrives ved differensligningen

S(x)
L] = xn — f/(x ), n—= 0,1,2,...

X
/@
£1x)

Bemerk, at ovenstiende differensligning er pd formen x,., = g(x,), hvor g(x)=x—

Ovelse 9 Bevis saetning 4.
Vink: benyt, at en ligning for tangenten til grafen for /i punktet (x,, f(x,)) er givet ved

y=1"x) (x=x,)+ f(x,).
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Opgave 16 En funktion fer bestemt ved

fx)=x*—x-2.

a) Opskriv de forste 3 elementer i talfolgen, der er losning til differensligningen herende
til Newton-Raphsons metode, nar x, =1.

b) Tegn grafen for £, og benyt denne til lave et startgat for bestemmelse af det andet
nulpunkt.

Opgave 17 En funktion fer bestemt ved

f(x)=e"+x—3.

a) Tegn grafen for f, og benyt denne til at bestemme et startgaet x, for Newton-Raphsons
algoritme til bestemmelse af nulpunktet for f.

b) Bestem de forste fire elementer i losningen til differensligningen herende til Newton-
Raphsons metode med startgzettet xo.

¢) Les ligningen f(x)=0 med et matematisk vaerktejsprogram, og sammenlign

resultatet med det 4. element i losningen til differensligningen herende til Newton-
Raphsons metode med startgzet x,.

Opgave 18 En funktion fer bestemt ved

f(x)=e"—x—3.

Ligningen f(x)=0 har én positiv lgsning.

a) Benyt Newton-Raphsons metode med startgaet x, =2 til at bestemme den positive
losning til ligningen f(x) =0 med 4 betydende cifte.

Ovelse 10 Tegn en skitse af en graf for en differentiabel funktion med et startgeet x,, hvor det sogte
nulpunkt ikke findes ved hjaelp af Newton-Raphsons algoritme.
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Opgave 19 )

> (1)

P4 figuren ses grafen for en differentiabel funktion £, der har et nulpunkt P. En talfolge x,

er losning til differensligningen herende til Newton-Raphsons metode og har startveerdi
X — I

a) Bestem x, og x, italfelgen, der starter i x, =11, ved at indtegne tangenter til grafen
for f.

Eksempel 11 Et eksempel pa en anvendelse af Newton-Raphsons metode er udregningen af en tilnaermet
veerdi af kvadratroden af et positivt tal a ved hjelp af simple regneregler. Vi udnytter her,

at \Ja er den positive rod til polynomiet f(x)= x” —a. Opskriver vi differensligningen
herende til Newton-Raphsons metode for denne funktion fés

f(x,)
— n
ntl T Xn = /
S'(x,) B || =1/2*%(E1+10/E1)
2
—y A D E |
n
2x, 0 2
1 3,5
=2z, —0r db—— 2 3,178571
2xn 3 3,162319
: P 4 3,162278
=5(x, +—). 5 3,162278
L 6 3,162278

Onsker vi for eksempel at bestemme J10 ved hjelp af metoden, sa gaetter vi for eksempel
pd x, =2 og bestemmer de forste elementer 1 talfolgen ved hjelp af et regneark (eller en
simpel lommeregner). Bemerk, at allerede x, =3,162278 har de forste 6 cifre felles med

J10 ~3,16227766...
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Indstiksark til formelsamlingen

Differensligning af forste orden (F1) Vo =8,), n=0,1,2...

Lineer differensligning af forste orden (F2) Vou=a-y,+ b, n=0,1,2...
med konstante koefficienter

n
. . a’ —1
Lesning pa lukket form (F3) y,=a"y, +b- o n=0,12,.., a=0, a=1.
1 P
Cobwebdiagram (F4) — o —
g
g
>V, y
Yo N Yo Ve Vs
Cobwebdiagram Cobwebdiagram med begyndelsesvzrdi y,

Fikspunkt y for differensligning af (F5) g(»)=y

forste orden y, , = g(,)
(F6)  |g'(7)| <1, stabilt (tiltreekkende)

|g'(7)| > 1, ustabilt (frastedende)

Homogen linear differensligning af N ya=ay, +6-y,,, B=0, n=123,..
anden orden med karakteristisk

polynomium P (F8)  P(x)= x> —a-x— 3, diskriminant D, redder m, og m,
¥ D>0:y,=C-m"+C,-m"
D=0:y,=C-m"+C,-n-m’
Newton-Raphsons differensligning til f(x,)
bestemmelse af nulpunkter (F10)  x,, =x, — Flx) n=0,12,..
f
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Bilag 1: Lgsning af differensligninger i Maple 2019
Udgangspunktet er en forsteordens differensligning y,,, =2y, +3, n=0,1,2,... med startvardien
Vo =20.

I Maple 2019 defineres differensligningen som en procedure y.

vy ==proc(n) option remember; 2- y(n— 1) + 3; end;
¥ = proc(n) option remember; 2*y(n— 1) + 3 end proc
#0) = 20,
0) =20

Lag marke til at y, bestemmes ud fra verdien til y, , i Maple 2019 syntaksen.
Ud fra denne proceduredefinition af y og startvaerdien kan efterfolgende vardier bestemmes.

»(10)
23549

En talfelge af veerdier for y,,, kan bestemmes med seq kommandoen.

seg(y(n), n=0_6)
20, 43, 89, 181, 365. 733, 1469

Et punktplot af udviklingen iy, kan tegnes med plot kommandoen

pfor( [seq([m y(n) ], n=10_6)], stvle = point, labels = [r; y”], symbol = soffdcr‘rde]
14001

1200+

1000+

800+

600+

400

200+ .
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Bilag 2: Lgsning af differensligninger i Geogebra 5
Udgangspunktet er en forsteordens differensligning y, , =2-y, +3, n=0,1,2,... med startverdien

Vo =20.

I Geogebra 5 vaelges en visning med Algebra, Tegneblok og Regnearkvinduerne.

€ GeoGebr Clasic5 - o x
Fil Rediger Vis Indstilinger Veerkis] Vindue Hjalp Logind.
Elal- =] =
»W:;emmaue = X[ > Tegnebiok [X] |~ Regneark ] e = [
o Alr xBEES O~
st Ja v ‘
s A [ s el o e F s "
: &
t =]
=]
]
i =
L]
2 7
¥ Regneark ! ® |
P
Regneark ﬁ F K E El El = Zoinunork: : &)
IEAIEIEIE=2EE: | | | sl x|EEE -y .
5 ]2 v gvims e _dave |
o B
A | 8 [ e A | B | [ % el ¢ | o E F
1 |n 1 |n ¥n A
1| 1 |n ¥n : : i |
2 0 — g X s . q
3 | 1 2 0 20 1| 4 A 1 ]
— 2 8¢ = ]
- 3 ! e
2| 3 4 2 4 8 o Matrix
2 4 — ! o . Tavel
1 5 5 3 2 732 7 sietobjerter T
- 6 146¢ | [Spasuni
“ ‘ =] 2:9\4‘{ _b,'&a_ i Operationstabel |
a. 5335 *. wis objekt |
A 1_1_-:11'i ] il
i SElan] vis navn ¥
= Oplagiregneark |

I regnearket oprettes en
sojle A for n. I sejle B

indtastes startvaerdien i B2,

og 1 den naste celle B3

indtastes vaerdien bestemt

som "=2*B2+3”.

De resterende verdier i
sojle B udregnes ved at
bruge regnearksfaciliteten
med at treekke den
markerede celle ned.

| &% Egenskaber .

Ud fra de to sgjler kan et punktplot tegnes ved
at markere verdierne i de to sgjler, og
hegjreklikke. Derefter skal menuerne ”Lav” ->
”Liste af punkter” vaelges.

I tegneblokken skal andenaksen justeres, sa alle punkter bliver vist.

€7 GeoGebra Classic 5
Fil Rediger Vis Indstillinger Veerktsj Vindue Hjzlp
Al Ol 4l
EYES (8% )3 [o] S N BT (2
Input |
» Algebra vindue [ [ » Tegneblok [ | * Regneark

S A EIIEEIEIEN
- @ M ={(0,20), (1,43),(2, 89), (

o [ lav

A=(0,20)
b4 i ° A | s ]
L 1 |n Yo
‘80000 1

: 2 0 20

° ER 1 43

® 60000 4 2 89

L

5 3 181

L ] —

° Py ¢ [ 4 365
: 7 5 733
@ L=(11,47101) a
~-@ M=(12, 94205) ‘ | 8 | 6 1469
@ N=(13,188413) 20006 9 7 2941
@ 0=(14,376829) ° 10 3 5805
@ P=(15,753661) ¢ F——

® Q-(16,1507325) ? o T % 'y e |11 9 11773

. R= (17, 3014653) -4 3 o 2 3 g 8 g ] 10 " 12 12 14 15 12 10 23549

:P Ea— 13 M 47101
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Bilag 3: Lgsning af differensligninger i TI-Nspire
Udgangspunktet er en forsteordens differensligning y,,, =2y, +3, n=0,1,2,... med startvardien
Vo =20.

Start med at abne vaerktejet lister og regneark sammen med et vindue med varktejet grafer.

Differensligninger

®|An By n .9 ’ y

1 0 20

2 1 43

3 2 89

4 3 181

8 4 365 *

6 5 733

7 6 1469

8 © (oyn)
’ ~Ptekst .
(<] I— oLy e T X
B2|=2-b1+3 -'(j).I(:'O.'5 - 6.6

I regnearket oprettes en sgjle 4 for n. I sgjle B indtastes startveerdien i B1, og i den naste celle B2 indtastes
vardien bestemt som "=2*B1+3”. De resterende verdier i sgjle B udregnes ved at bruge regnearksfaciliteten

med at trekke den markerede celle ned.
Der laves nu et punktplot i vinduet med grafer, hvor der ”zoomes” ind pa data.
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